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위 대 한 령 도자 김정 일 대 원수님 께 서 는 다음과 같이 말씀하시 였 다. 

《수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으 
로 됩니다. 수학교육을 강화하는것은 자라나는 새 세대들의 과학적인 사고능력을 키워주는데 
서 중요한 의의를 가집니다.》 

정보산업시대，지식경제시대에 들어선 오늘 수학의 지식과 방법을 모르고서는 현대 
과학과 기술을 배울수도 없고 발전시킬수도 없다. 

바로 그렇기때문에 수학은 모든 자연과학의 기초로 될뿐아니 라 사회현상을 연구하는 
데서도 중요한 수단으로 된다. 

시대의 변천에 따르는 사람들의 생활과 실천의 요구로부터 수와 도형에 관한 단편적 
인 지식의 축적으로 발생한 수학은 오늘 모든 과학과 기술의 기초로 되는 현대수학으로 
까지 발전하여왔다. 

수학을 잘 배워 그 방법을 잘 익히면 머리가 트이고 모든 사물현상을 조리있게 보고 
판단하는 힘이 생기며 과학적인 사고능력을 키울수 있다. 

아무리 복잡한 수학공식이나 원리라고 하여도 자기 머리로 사고하고 처음부터 리치 
를 차근차근 따져가면 그것을 확고하게 습득할수 있으며 높은 수학적지능을 소유하면 그 
어떤 어려운 문제도 쉽게 풀수 있고 새로운 공식도 발견할수 있다. 

6학년 수학에서는 벡토르와 도형의 방정식，미분과 적분，확률과 통계 등에 대하여 
배운다. 

우리는 자기 땅에 발을 붙이고 눈은 세계를 보며 조선을 위하여 배우고 또 배워 내 


나라 내 조국을 과학과 기술로 빛내이는 앞날의 훌륭한 인재가 되여야 한다. 


































계 1 장. 백로보과 모,외 방정저 




백토르 

평면에서 직선의 방정식 
원뿔곡선의 방정식 

공간에서 평면과 직선의 방정식 
구면과 기등면의 방정식 
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제 1 절. 백 토 르 


1. 백토르에 대한 개념 


일상 생활에서 우리는 질량，온도와 같이 크기만을 가지는 량들과 속도，힘과 같이 
크기와 방향을 가지는 량들을 대상하게 된다. 

크기와 방향을 가진 량을 백토르라고 부 르고 기하학적 으로 방향선분으로 고찰하며 


그것 의 두 끝점 을 잡아서 AB 로 표시 한다. 


벡토르 AB 에서 A 를 벡토르의 첫점， B 를 벡토르의 끝점이 라고 부론다. 


벡토르 AB 에서 선분 AB 의 길이를 AB 의 크기 또는 길이라고 부르고 | AB | 로 
표시 한다. 

벡토르는 한개의 글자를 가지고 a 또는 a 로 표시하기도 
한다. =► ^ 

길이가 1인 벡토르를 단위백토르 라고 부론다. I 

벡토르라고 하면 보통 크기와 방향만을 가지는것으로서 그 

一7 리 1-1 

위치에는 관계가 없는것으로 본다. ᄆ 


두 벡토르 AB 와 CD 의 크기와 방향이 같을 때 그 

두 벡토르는 갈은백토르 라고 부르고 元효 = 5진로 
표시 한다. 

그림 1-2 에는 여러가지 벡토르들이 표시되 

여 있다. 크기가 같은 벡토르，같은벡토르， 
크기 는 같은데 방향이 반대 인 벡 토르들을 
찾아보아라. 

평면에서 한 점 O 를 잡고 O 를 첫점으로 하는 벡토 
르만 생각하여도 평면의 모든 벡토르를 생각하는것으로 된다. 



이때 벡토르 OA ， OB ， OC 를 각각 점 A ， B ， C 의 
위치백토르 라고 부론다. (그림 1-3) 
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A B 

-> 

B < _ A 


그림 1-4 































































































벡 토르 AB 가 주어 져 있 다. 이 때 BA 를 벡 토르 AB 의 반대 백토르 라고 
부르고 -冗토로 표시한다. (그림 1-4) 

크기가 0인 벡토르 즉 ᄑ를 령백토르 라고 부르고 0 로 표시한다. 


2. 백토르의 합과 차 


― ► —► 


우리 는 두 벡 토르 a , 6 에 의 하여 만들어 지 는 평 행 4변형 ABCD 의 대 각선 벡 토르 

豆元를 두 벡토르 금와 6의 합이라고 배웠다. 

서로 평행이 아닌 두 벡토르 a , by \ 동일한 첫점 O 를 가지면 5툐 = 금， 5 S = 융로 

표시할수 있고 5교，5토 를 변으로 하는 평행4변형 

OACB 의 대각선으로 표시된 벡토르 5근 = 은에 의하여 

벡토르 금와 궁의 합을 정의할수 있다. 즉 은 = 금+ 6 일 

때 은를 a 와 료의 벡토르의 합이라고 부르며 이 방법 
을 벡토르합의 평행4변형법칙이라고 부론다. 여기서 

S-AC 이므로 수학에서는 벡토르의 합을 보통 다음과 
같이 정의한다. 



벡토르 금와 궁의 합이라는것은 a 의 끝점과 궁의 첫점을 일치시키고 금의 첫점을 
첫 점으로 하고 스 의 끝점을 끝점으로 하는 새 벡토르 c 를 말한다. 




그림 1-6 을 보고 벡 토르의 더 하기 에 서 바꿈법 칙 과 
성립하는가를 알아보아라. 


묶음법 칙 이 



才 C 



그림 1-6 





Q 

X 

a+b=b+a 

广- 卜 시 
a + b +c = a+ b + c 

v 7 v 7 

— —— — — 
a +0=0+ a=a 

公 + —公 = —公 + 公 = 0 

V y V 7 

(바꿈법칙) 

(묶음법칙) 

J 
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벡토르 a + (-切 를 a 와 6의 차라고 부르고 a -6 와 같이 표시한다. 

B 




그림 1-7 


그림 1-7 의 ᄀ)에서 = = 히 이므로 두 벡토르 a 와 6의 차는 니에서와 

같이 구한다. 


문 제 


1. 다음 명제들에서 옳은것을 잦아보아라. 

1) 단위벡토르들은 다 같다. 

2) 서로 반대벡토르인 두 벡토르의 크기는 같다. 

3) 령벡토르와 수 0의 의미는 같다. 

2. 평행4변형 ABCD 에서 점 E , F , G , H 는 매개 
변의 가운데점 이 다. (그림 1-8) 



1) AG 와같은 벡 토르，반대벡토르들을말하여 라. 그림 1 _ 8 


2) AE 와 같은 벡 토르 ， OB 의 반대 벡 토르들을 
말하여 라. 


3. a ， b ， c 가 그림 1-9 와 같을 때 

- ► — ► —► —► - ► — ► —► —► 

OD — u -\- b -\- c , ODi — u b — c 

- ► — ► —► —► 

OD。 — CL _ b c 




인 OD , 0 D 1 , 0 D 2 를 그려 라. 

4. 평행 4 변형 ABCD 의 대각선의 사귐점을 O 라고 하고 


그림 1-9 


OA = a, 石 S = 6 라고 할 때 벡 토르 AB ， BC , 元푠 를 각각 금，궁 로 표시 하여 라. 
5. 평행 4 변형 ABCD 에서 


BC + BA = BC + AB 

를 만족시 키 는 4각형 은 어 떤 4각형인 가? 
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3. 백토르와 수와의 적 


령 아닌 벡토르 a 를 두번 더 하면 a+a =2 a 이 다. 
이것은 a 의 2배로서 수 2 와 a 의 적이다. 

이 사실을 일반화하여 벡토르 금와 수 요가 주어 
졌을 때 다음파 같은 벡 토르를 (2 에 수 /I 를 곱한 
적이라고 부르고 요 금로 표시한다. (그림 1-10) 



1) ?i a — ?i 





2) 乂〉0일 때 요 a 는 



久 <0일 때 久 a 






乂 =0일 때 乂 a 는 


(2 와 방향이 같고 
도 와 방향이 반대이 며 
령 벡토르이다. 



그림 1—10 


벡토르와 수와의 곱하기는 다음과 같은 성질을 가전다. 


丄 x[a + b^= Aa + Ab 

(A + ju)a = Aa-\- jua 

a = 

― ► — ► 
la = a 





( 乂 ， // e R) 



두 벡토르가 방향이 같거나 반대일 때 두 벡토르는 
공선이라고 부르며 금 //궁 로 표시한다. (그림 1-11) 


0 가 아 닌 두 백토르 5，6 에 대하여 
― ► ― ► 

a H b b = ma , m g R 



) 점 A ， B 의 위치벡토르가 각각 a , 6 일 
때 AB 의 가운데점 보의 위치벡토르 
를 구하여 라. (그림 1-12) 

(풀이) 점 M 은 AB 의 가운데점 이므로 

AM = - AB 
2 


O 



그림 1-12 





































그런데 AM -m- a, AB = 6 u 이 므로 



m-a = — 
2 


(b - a) 


m = a+ -{b-a)-—{a + b) 

— *■ 1 나 — 

즉 m = —(a + b) 

2 



그림 1-13에서 점，가 변 AB 의 


임의의 점일 때 p 는 a ， 궁 에 
의해 어떻게 표시되는가? 이때 

p 를 AP:PB=m: 자으로 보고 구 
하여 라. 



그림 1-13 


일반적으로 다음 사실이 성립한다. 


6) 

X 

— ► 

na + mb 

P — 

m + n 

J 

U 



평면자리표계의 x 축，;；축에 그림 1-14 과 같이 단위 


벡토르 지 가 있다. 이것을 자리표백토르라고 부론다. 
이 때 0 A = x i ， OB = 3; y • 이 고 OP = x i + y j 이 다. 



문 제 


그림 1-14 


1. 다음 명제가운데서 옳은것은 어느것인가? 

1) 벡토르 瓦와 乂료고는 공선이다. 

2) 벡토르 금, 궁가 서로 다른 벡토르일 때 A a = 6 인 A 가 있다. 


3) AB = CD 이면 네 점 A, B, C, D 는 평행4변형을 이룬다. 































2. 다음것을 간단히 하여라. 


1) 2( 次+3궁 ) +3( 次+4궁 ) 


2) 3 ( 2 a ~ 3 b + c ) + A ( b ~ a + c ) 


3) — (3 a ~4 c ) + — ( a +6 6) 

3 3 

3. 그림 1-15 의 바른 6 각형 ABCDEF 에 대하여 AB = a , 

BC = 궁 일 때 다음의 벡 토르를 a ，궁 에 의 하여 표시 하 
여라. 

1) FC 2) CD 3) BE 

4. 바른제형 ABCD 의 한 밑변이 벡토르 AB = a , 옆변이 



E 


代 


벡토르 AD = 6 로 주어졌다. 제형의 밑각 ZBAD = —일 


그림 1-15 


때 제형의 나머지 변들과 대각선을 a ，궁 에 의하여 표시하여 라. 

5. 직각자리표계에서 A (9, 8), B (-3, 7) 이 주어졌을 때 벡토르 &를 자리표벡 
토르에 의해 표시하여라. 


4. 백토르으| 성분 

선분 AB 와 직선，ᅵ 있다. 직선 

모에로의 선분 AB 의 바른사영을 
AiBi 이라고 하고 직선 AB 와 
직선 {사이각을 0라고 하면 선분 
AB , AiBi , 각 산사이에는 어떤 
관계가 있는가?(그림 1-16) 

수축 상과 벡 토르 M 가 있다. 선분 AB 의 직선 모에 대 한 바른사영을 사匕로 
표시 하자. 이때 벡 토르 식비 을 벡토르 의 상에 대한 사 영이 라고 부론다. 

이제 «에서 그 정방향의 단위벡토르를 ? 라고 하면 A 1 B 1 =xl 로 되는 수 가 있다. 이 
수 를 «에 대 한 교 의 성분 또는 {성분 또는 사영의 대수 값이 라고 부르고 巧 고코 와 

一 다 

같이 표시한다. 즉 

P AB 

r i 


R 



2 



이때 


A 1 B 1 = P r £ AB 1 
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두 벡토르 a 와 6 의 첫점을 한 점에 놓았을 때 두 벡토르가 놓이는 반직선들은 두 
개의 각을 만든다. 이때 ▽를 넘지 않는 각을 두 벡토르 a , 료 사이의 각이라고 부르 
고 a A 궁 로 표시 한다. (그림 1-17) 


a 와 6 사이 의 각이 즈 일 때 a 와 6 는 수직이 라고 말하고 a 丄 궁 로 표시 한다. 

2 



그림 1-17 


그림 1—18 


aT) AB = 6, CD = 8 일 때 P r AB ， P r CD 와 A 1 B 1 ， C . D , 를 구하여라. (그림 1_18) 
(풀이) AiB^AB cos 60 ◦ 이므로 


I 다라써 


P r AB =3 


A 1 B 1 =3 i 


다음으로 C 1 D 1 = CDcos 60° =8 


2 


-4 이 므로 


P r CD =~4 


i 다라써 


C . D , =~4 i 


變斑 그림 1_19 에서 벡토르 a , 료와 그의 성분들사이에는 어떤 관계가 있는가 
를 알아보고 그의 성질을 찾아보아라. 
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L 


P n Aa 












































(瓦 


― ► —► 


V r( {a + b)^V r a^rV r b 
PJAa) = APa 


제 


. 축 L 과 벡토 


의시 = - 


AB 가 있다. AB A L = 分일 때 

一누 

cos 分 • i 


B 


BA 


라고 말할수 있는가? 

分가 1족각，무딘각，직각인 경우로 갈라서 따져보 
아라. (그림 1-20) 

2. 축 L 과 벡토르 _ a , by \ 있다. 다음의 경우에 



― ► —► 


Pj > + 6) 를 구하여라. 


1 ) 

2 ) 


2 . 


4. 


A 


A 


L = 30。， 
b =60\ 


b 


b 


3, b A L = 45( 


3, b A L = 120 c 


— ► —► —► 


3. a , b , 


단위벡 토르들이고 x 축과 이 루는 각은 각각 


2 刀 ■ 


■이다. 벡토 


—► —► 


뇨 + 26 + C 의 JC 축에 관한 성분을 구하여라. 


5. 공간에서의 직각자리표계 

공간의 한 점 O 와 O 를 첫점으로 하는 세개의 단위벡토르를 다음과 같이 정한다. 
1 ° I 1 도는 둘씩 서로 수직이다. 


2 i 로부터 / 로 가는 방향으로 오른나사못을 돌릴 때 


一누 


오른나사못의 전진방향을 소 의 방향으로 정한다. 

이때 공간에 직각자리표계가 도입되였다고 말하고 이것 
을 기호 { O : T 7 , 도 } 와 같이 표시한다. 


一누 


여기서 i , j , 소를 자리표백토르라고 부론다. 

그리 고 O 를 지 나며 H k 의 방향을 각각 정 의 방향 
로 잡은 죽 Ox , Oy , Oz 를 자리: hh 축， Qx 를 a : 축， Oj 를 y 


축， Oz 를 z 축，평 면 Oxy , Oxz , Oyz 를 자리土！:평 면이라고 
부론다. 
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직각자리표계가 도입된 공간에서 임의의 

령 아닌 백토르 p 는 자리표백토르 7, J, k 

에 의해서 


P =x i 


yj 


zk 


로 표시되고 그 표시는 유일하며 이 표시 
해석적표시라고 부른다. 



一누 


P 


yj + z k ， 


R P. 


ox 


y = ? mv P ， 


p p 

/ oz 


일 때 X ，，모를 모 의 직각자리표 또는 성분이라고 부르고 이것을 

— ► 

p = {ᄌ, 7, 다 


와 같이 표시한다. 이때 를 급의 I 자리표 U - 성분)，기를 곧의 J 자리표 
(广성분)， Z 를 균 의 Z 자리표나-성분)라고 부른다. 


마찬가지로 공간의 임의의 점 M 의 위치벡토르 0 M 의 자리표 X , J ；, Z 를 점 M 의 직 
각자리표라고 부르고 이것을 MU ， ， z ) 와 같이 표시한다. 이때 x 를 M 의 jc 자리표，기를 
M 의 j 자리표，고를 M 의 z 자리표라고 부론다. 

그림 1-22 와 같이 공간을 자리표평면들에 의해서 8개의 구역으로 나눈다. 

그 매개 부분을 팔분구라고 부론다. 팔분구의 번호는 그림 1-22 와 같이 붙인다. 




그림 1—23 
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매 팔분구에서 점의 자리표가 가지는 부호는 다음과 같다. 


\ 분구 


II 

... 

Ill 

之 :.:: 。 V4 

IY 

V 

VT 

Vi 

다 /. s; 성;。.서 

YU 

■■■■: ■■■■ 

奪着邊 | 鐘鍾 奪着奪 i 

■ 

■획 ■ 

자리 

I 

•X 

+ 

一 

— 

+ 

+ 

— 

— 

+ 


+ 

+ 

一 

一 

+ 

+ 

一 

一 

y 

z 

+ 

+ 

+ 

+ 

_ 

_ 

一 

— 


a [_) 점 A (3, 4, 5) 를 찍 어 라. (그림 1-23) 


6. 공간에서 백토르의 합，차 및 백토르와 수와의 적외 자리표 

직각자리표계 { O ： 7, ^ } 가 도입된 공간에서 세개의 벡토르 

자 = {지，기， P 2 ={ x 2 , 기 2 , z 2 }, P = { x , y, zj 

와 수 요가 주어졌다고 하자. 이때 


-令 -누 


巧 ± P 2 = 지 i + y l j+ z x k 土 x 2 i + y 2 j-\- z 2 k 


(^i ±x 2 )/ + (3 ； 1 ±y 2 )j+(z x ±z 2 )k 


-令 


一누 


/IP = A(x i + y j+ zk) = (Ax) i + (Ay) j+ (Az) k 


이므로 다음과 같은 식을 얻는다. 



X 

— ► — ► 

^ +p 2 = {지 +' 2 , +y 2 ^ z i +z 2 } 

— ► — ► 

Pl _P 2 = {지 _ ' 2 ，少 i_ 少 2 ， ~Z 2 } 

/IP = {Ax, Ay, Az} 

J 




굽 O 뮤 = {3, -2 1}, 巧 = {2, 5, 1} 일 때 다음 벡 토르들의 자리표를 구하여 라. 

1) 쭉+ 弓 2) 

3) 3 Pi 4) 2슉+ 3弓 


(풀이) 1) ^+^={3,-2, 1} + {2, 5, 1} = {3 + 2, -2 + 5,1 + 1} = {5,3, 2} 


2) 巧 - g = {3,-2, 1}-{2, 5, 1} = {3-2, -2-5, 1-1} = {1,-7, 0} 
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3) 3 P i =3{3, -2， 1} = {9, -6， 3} 

4) 2쭉+ 3弓 = 2{3,-2, 1} + 3{2, 5, 1} 

= {6，-4,2} + {6,15,3} = {12,11，5} 


문 제 


1. 직각자리표계가 도입된 공간에 다음 점들을 찍어라. 

1) A (2, 2, 2) 2) B (-3, _3, 一 3) 

3) C (3, -2, -4) 4) D (0, 0, 5) 

2. 다음 점들은 어느 분구의 점 인가? 

1) A (4, -3, 2) 2) B (- l , -4, 3) 

3) C (3, -2, -1) 4) D (4, 2, 0) 

3. g = {2, -3, 5}, g = {4, 7, 3} 일 때 다음 벡토르의 자리표를 구하여라. 


1) Pi+P 2 



3) -3 P 2 4) 5 F , - 6 P 2 

4. 두 점 찌(지 , 少" z x ), M 2 ( x 29 少 2 , z 2 ) 일 때 벡토르 의 자리표를 구하여라. 


5. 다음 벡토르들을 구하여 라. (그림 1-24) 

1) cc^ + cX + bX + a^a 

2) DC-DA-AA^ + CD 

3) - DB ^ + OD ^ + D^-DC 

6. 4면체 ABCD 가 주어 졌 다. 다음것 을 구하여 라. 
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AB-AC+BD-CB+DA 


그림 1—24 




























6. 백토르의 스칼라적 
1) 스칼라적의 정의와 성질 

어떤 물체 가 힘 묘를 받으면서 직선 L 을 따라 A 에 

서 B 까지 움직였다고 하자. 

이때 힘 묘가 한 일 모는 다음과 같다. 

P = F • AB cos 分 
分 = F A L 



그림 1-25 


스칼라적의 정의 

두 백토르 g 과 $ 의 길이들과 그것들사이의 각의 코시누스와 
의 적을 두 백토르 巧과 巧의 스칼라적이라고 부르고 이것을 

K K ^ ( 국， K) 

와 같이 표시한다. 즉 

巧 • P 2 = P 1 P 2 cos 分， d = V X P 2 


그림 1-26 에서 알수 있는것처럼 스칼라적과 사영의 대수값사이에는 다음과 같은 
식이 성립한다. 

_ a 

1 육•弓= 쭉 '弓 = 百 I 뇨뮥 



그림 1—26 



X 


ᄉ칼라적이 성질 


1。 P - Q = Q - P (바꿈법칙) 


2° ( P + Q ) • 

R=P • R+Q • R (분배법칙) 


3° UP ) • Q = A(P • Q ), AGR 


4° P • P = i 

; 2 화)， P P = 0 ^P = 0 

J 

, _ , 
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(증명) 1° 은 정의로부터 곧 나온다. 


2 。 (p + q). 

3。 (^ p)-Q 


R 


R 


p .Q 


R 






p, q Upi* 


Q 


네 


Q 


久 P 


• q ) 


4 ᄋ 도 정의로부터 나온다. 


스칼라적의 정의로부터 다음 사실이 성립한다. 



임의의 3각형 ABC 에서 BC 적， AC =6, AB = c 일 때 

a 1 =b 2 +c 2 - 2 公 ccosA 

이라는것을 증명하여라. 

(풀이) AABC 에서 BC = AC-AB 

그런데 스칼라적의 성질을 쓰면 


(BC, BC) = (AC - AB) • (AC - AB) = (AC - AB) • AC + (-1)(AC - AB) • AB 
= (AC, AC) + (-1)(AB 9 AC) + (-1)(AC, AB) + (AB, AB) 

= (AC, AC) + (AB, AB) - 2(AB, AC) 


그런데 


(BC, BC) = BC 2 =a\ (AC, AC) = AC Z =b 


2 7 2 


(AB, AB) = AB 2 = c 2 


AB, AC 


AB 


AC 


• cos A = 6 c cos A 


i 다라써 


a 


2 7 2 , 2 


b + c - 2bc cos A 


2) 스칼라적의 해석적표시 

직각자리표계가 도입된 공간에서 두 벡토르 = { x 1? 凡, zj , P 2 = { x 2 , y 2 , z 2 } 의 
스칼라적의 해석적표시를 구하자. 


— ► — ► 


一누 


-누 


Pi • P 2 =Cq i + yi j + zik ) • (x 2 i + 少 2 j 2 足 ) 

-」，」， — — — — -누 — 

= x^ 2 i' i. + x^ 2 i • 7 + 지 z 2 i • k+ y x x 2 j. i + 凡 ); 2 j，j 

— — — — — — — — 
+ y x z 2 j. k-\- z x x 2 k. i + z x y 2 k. j+ z x z 2 k. k 
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그런데 


2 으로 표시하면 


2 - 2 7 2 


k^=l 


• k = k. i = 0 


이므로 



nr 


제 


― ► —► 


1. 벡 토르 a 와 6의 스칼라적 을 구하여 라. 


1 ) 


a 


b 


5 , a 八 b 


n 


2 ) 


a 


公 


— ► —► 


6, a , 6 의 방향이 같다, 


3) 


a 


公 


— ► —► 


1, a , 6의 방향이 반대 이 다. 


― ► —► 


2. ci • b 를 구하여 라. 


1) a= {3, 4} , b = {-2， 1} 


2) a= {5, 2} ，6 = {-3, -6} 


3) a= {4, 5， 6} ， 6 = {-2, _3， 2} 


3 . 


a 


3, 


公 


4， a A S = 포 ; r 일 때 다음의 값을 구하여라. 


― ► _► ― ► —► 

1 ) (a+ b) • (a+ b) 


2 ) 《、 a+ b) • 《、 a_ b) 


3) (3a~2b) • (a+2b) 


























3) 스칼라적의 응용 
백토르의 길이 


P = {지 入 다 와 Q = { x ， 少} 에서 


P 


2 


x 2 + j 2 +^ 2 


Q 


2 


2 , 2 

I +少 


이므로 벡토르의 길이는 다음과 같다. 


LQ 


^간 P = 、 Jx 2 + / + Z 2 


평면 Q = 、l x 2 + y 2 






두 백토르사이외 각 

두 벡토르 = { x l9 zj , P 2 = { x 2 , j 2 , z 2 } 사이의 각 0 를 구하기로 하자. 


이므로 


p 2 = - p 2 cos 分， e = v x A v 2 


cos ^ = 



2 


Pi P 2 


따라서 공간과 평면에서 두 벡토르사이의 각은 다음과 같다. 


LQ 



COS 0 = 


사2 + 少1少2 + Z 1 Z 2 



평면: 


COS 公? = 



^2 + 少1少2 

지 2 +7 l 2 V X 2 2 + 少2 


2 




례 2 ^) 공간에서 두 점 凡，시)， M 2 0 c 2 , 기 2 , z 2 ) 사이의 거 리를 구하여 라. 
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(풀이) 广 (M 1? M 2 )= I M x M 2 I 
그런데 

M ^ 2 ={ x 2 -x 1? -' y” ~ z \) 

이 므로 구하려 는 거리 "는 다음과 같다. 

쎄 M 2 ) 니 (x 2 -x x ) 2 + {y 2 -Ji ) 2 +( z 2 ~ z i) 2 

(주의) 평면에서 두 점 A (x 19 y x \ B(x 29 此) 사이의 거 리는 다음과 같다. 

厂 (A, B) = 、 J ( x 2 - x x ) 2 +( y 2 - y x ) 2 

두 벡토르 Pj = {x l9 此, zj, P 2 = {x 2 , j， 2 , z 2 } 의 수직조건의 해석적표시를 
구하여 라. 

(풀이) P: 丄 弓。 5.^ = 0 

— ► - ► 

따라서 Pj - P 2 = 0 o x x x 2 + y x y 2 + z t z 2 = 0 

평면에서 Q^ = {x 1? yj, € = {시, 此}의 수직조건은 분명히 

Qi 丄 Q 2 0 서 〔 2 +y^ 2 =° 

(주의) 두 벡토르 Pi = U, 少!，시 }，€= U 2 , 少 2 , z 2 } 가 공선이기 위해서는 

& = 1 = 으일것이 필요하고 충분하다. 

사 八 Zi 



문 제 

1. 다음 벡토르의 길이를 구하여라. 

1) a = {3, 4, 5} 2) b = {0, -2} 3) c = {7, -2, 5} 

2. 두 점사이의 거리를 구하여라. 

1) A(2, -3), B(6, 0) 2) A(-4, -5), B(3, 5) 3) A(2, 1, 7), B(3, 4, 1) 

3. 두 벡토르사이각을 구하여라. 

1) a - {4, 3} , b = {1, 7} 

2) a = {2, 5} , b = {0, -3} 

3) a = {2, -6, -3} , b = {3, 0, -4} 

4. 벡토르 a, 궁가 공선인것을 찾아라. 
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1 ) 





3) a = {一2， 4} , b = {4, -8} 4) a = {2, -1, 3} , b = {-4, 2, -6} 

5. 세 벡토르 a = {3, 2, 1} , {2, -3, 0} , c = {-4, 6, 0} 이 주어졌다. 

a 丄 6 ， b // c 임을 밝혀라. 

6. 세 점 A (5, -5, 4), B (- l , -2, 10), C (10, _3， 8) 을 정점으로 하는 3각형이 
직 3각형 이 라는것 을 증명 하여 라. 


련습 문제 


1. 4각형 ABCD 의 변 AB , CD 의 가운데점을 E , 묘로 표시하였을 때 


EF 


AD + BC 
2 


이라는것을 증명하여라. 


2. a ={3, 5}, b = {l -2}, 금 = {一 2 , 이일 때 다음 벡토르들의 성분을 구하여라. 


1) cl — 3公 + 3 c 


— ► —► 


2) 5((2 — 26) + 6 c 


3. 평행4변형 ABCD 의 세 정점 A (-2, 1), B ( l , 3), C (4, 0) 가 주어졌다. 넷째 
정점의 자리표를 구하여라. 


4. 


a = {4, - 6 } , 6 = {- 2 , l } 일 때 다음것을 구하여 라. 


1 ) 





7 , 5 

— a —— 

3 2 




•b 


2) { a - 2 b ) • (-a + 2 b ) + {2 a + 36) • (2 a - 36) 


5. 궁 를 구하여라. 

1) a = {0, 4} ， S = {l, 3} 2) a = {- 1 ， 4} ， 6 = {4, - 4} 

3 )a = {l ， 0, l}，6 = {0, -1, 2} 


6. 다음 벡토르의 스칼라적을 구하여 라. 

1) a = {0, l }, b = {-2, 3} 2) a = {-2, 4, 3}, b = {5, 1, 

7. 다음 같기식이 옳은가를 따져보아라. (여기서 a = 도 이고 6 = 궁 이다.) 



1) (次 • 公) • 幻 f = 次 3 2) (a • b ) • a = a 2 • b 3) (b • b ) • a = b 2 a 

— ► —*■ — ► —► — ► —► ― ► —*■ — ► —► — ► —► " 

4) (a + b )' {a + b ) = a 2 +2 a-b + b 2 5) (a - b ) • (a - b ) = a 2 - 2 a • b 七 b 2 

6) (a -\- b ) • (a - b ) = a 2 - b 2 7) ( a - b ) 2 - a 2 b 2 
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8. 다음의 벡토르 a , by \ 평행인가를 따져보아라. 

1) a = 3 l -2 l , b = -- l+l 2) 2 = {1, -1, 3} , b={~2 f 2, -6} 

2 

9. 금 = { 3 , -1, 2}, 6 = { 4 , 2, 1} 일 때 다음 벡토르의 길이를 구하여라. 

1 ) 2a + 3b 2 ) 4a-b 

10. 세 점 A (2, 2), B (3, 2), C (2, 以 ) 가 한 직선에 놓이기 위해서는 a 가 어떤 

값을 취 해 야 하는가? 

11. 평면에 임의로 놓여있는 네 점 A , B , C , D 에 대하여 

BCAD + CABD + ABCD = 0 

이 성립한다는것을 증명하여라. 

12. 선분 AB 의 한 끝점은 A (2, 3) 이고 AB 의 가운데점은 M ( l , _2)이다. C (0, 4) 
일 때 이 3각형의 무게중심의 자리표를 구하여라. 

13. Afe , 刀)， Bfe , 此)인 선분 AB 를 주어진 비 乂로 나누는 점 MU 必의 자리표는 


자 + AX 2 Jl + ^2 

— , y — 

l + A 1 +久 

이다. 증명하여라. 

14. 벡토르 a = 3, 2, 6 } 이 자리표죽들과 이루는 각을 구하여라. 

15. 정점이 A (0, 5, 0), B ( l , 1, 1), C (- l , 3, 2) 인 3각형의 변들의 길이와 아낙각 
들을 구하여라. 


제2절. 평면에서 직선의 방정식 


1. 직선외 백토르방정식과 보조변수방정식 

직선에 놓이거나 직선에 평행인 벡토르가 주어 
졌을 때 그것을 직선의 방향백토르 라고 부론다. 

이제 직선 L 과 그의 방향벡토르 ay \ 주어졌다 
고 하자. (그림 1-28) 

직선 L 에서 어떤 점 Po 을 잡으면 Po 에는 

위치벡토르 5可 = 可이 대응한다. 

다음으로 직선 L 에서 임의의 점 모를 잠으면 

P 에는 위치벡토르 OP = P ^ l - 대응한다. 이때 

- ► ― ► 

P 0 P = ta, t eR 
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그런데 

V = P-Po 

I 다라써 

— ► — ► — ► 

P = Po + 효次, t eR 

점 P 가 직선 L 의 점이 아니면 0는 금와 평행이 아니다. 그러므로 이런 점 모에 

대 해 서 는 우의 식이 성립 하지 않는다. 

우의 방정식을 직선 L 의 백토르방정식이라고 부론다. 

이제 OP = { x , y \ OP 0 = { x 0 , y 0 \ a = [a x , 이라고 하면 직선의 벡토르방정식은 



그" +少 7 


Oo i + 7 o J ) + ^ a x 1 



— > — > — > ―> 

X / + J7 =( x 0 + a x t ) i + Oo + a y t ) j 

모양으로 표시된다. 따라서 

x = x 0 + a x t 

< 

少 = Jo + a y t 

이것을 직선 L 의 보조 변수방정식이라고 부르며 淨 보조 변수라고 부론다. 

" aTT ) 점 P 0 (5, 7) 을 지나고 방향벡토르가 a = {2,3} 인 직선의 벡토르방정식과 
보조변수방정 식 을 구하여 라. 

(풀이) 주어진 직선의 벡토르방정식은 직선의 임의의 점 모의 자리표를 Oc , J ；) 라고 할 때 


OP = OP 0 + ta 



그"’ +少". 



f ᄏ 서 


( ^ 시 

5 / + 7 y 

+ t 

2/ + 3; 

V ) 


V J 


다음으로 주어진 직선의 보조변수방정식은 우의 방정식으로부터 

x = 5 + 2 t 

y = 1 -\-3 t 

보조변수방정식에서 보조변수 ᄉ를 없애면 


ᄌ一ᄌ0 = 少 一少0 

a x a y 

이것을 방향백토 르에 외한 직선의 방정식이라고 부론다. 


aTT) 점 m 0 (- i , 2 ) 를 지나고 방향벡토르가 37+2； 인 직선의 방정식을 구하여라. 
(풀이) a x =3, a y = 2, x 0 =- l , y 0 =2 이므로 방향벡토르에 의한 직선의 방정식은 

x +1 y — 2 
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례 ᄋ 점 P (0, b ) 를 지나고 방향벡토르가 금 = ᅣ +소〕인 직선의 방정식을 구하여라. 

(풀이) 방향벡토르에 의한 직선 L 의 방정식은 

x -0 少 一公 

1 ~ k 


이것을 고쳐쓰면 


y = kx + b 


이것은 이미 알고있는 방향곁수가 소인 직선의 방정식이다. 


방향결 수 k 를 직 선과 x 죽이 이 루는 각 0 로 표시 해 보아라. 

tan 쇴 = 즈 = 스 = 足이 므로 

x 1 

k=tand 

즉 방향곁수 k 는 직선 L 이 x 축과 이루는 각의 탕겐스와 같다. 

두 점 Mi Oc b 此)， M 2 ( x 2 , 如를 지나는 직선의 방정식을 구하자. 

이 직선은 점 Mife , 此)을 지나고 방향벡토르가 M x M 2 인 직선으로 볼수 있다. 

그런데 M ^ 2 = ( x 2 - 지 )/ + ( y 2 - y ,)] 이 므로 고찰하는 직 선의 방정 식 은 


CT: 

X 



1 2 _지 少 2 _ 少1 

-j 

U 



이것은 두 점을 지나는 직선으 I 방정식이다. 


3^) 두 점 Mi (-2, 3), M 2 ( l , 5) 를 지나는 직선의 방정식을 구하여라. (그림 1-29) 


(풀이) 


x 


-(-2) J-3 


1-(-2) 5-3 


이므로 


x + 2 y — 3 
3 ~ 2 
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문 제 

1. 정점이 C (0, 0), A (山 0), B (0, 6) 인 AABC 의 세 변의 벡토르방정식과 보조변 
수방정 식 (변이 놓이 는 직 선) 을 구하여 라. 

2. 점 Mo (-3, 2) 을 지나며 방향벡토르가 금 = 5우-2구 인 직선의 방정식을 구하여라. 

3. 점 A ( l , 2) 를 지나며 x 축과 60° 를 이루는 직선의 방정식을 구하여라. 

4. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 원점 O 와 점 (3， -2) 를 지나는 직선 

2) 두 점 A (5, 2), B (-3, 4) 를 지나는 직선 

2. 직선의 일반방정식 

점 MoU , 씨)을 지나고 벡토르 유 = 이 • + 에 수직인 직선 L 의 방정식을 구하자. 

직선에서 아무런 점 MOc ， 必을 잡아도 M 0 M 丄 유 이므로 

a ( x - x 0 ) + 6( j - Jo ) = ° 

여기서 M 0 M = { x - x 0 , y-y 0 } f n = { a , 6} 이다. 즉 

L 3 M (ᄌ， y ) O a(x - x 0 ) + b(y - ) = 0 

따라서 직선 L 의 방정식은 

/ _ Q 

sD 

a (> — ^: o ) + 公 O — 7 0 ) = 0 


주 어 진 직 선에 수직 인 벡토르를 이 직 선의 법선백토르 라고 부르며 이 방정 식 을 
법선백토르에 의한 직선의 방정식이 라고 부론다. 

점 (1， 2) 를 지나고 벡토르 3ᅩ + 2] 에 수직인 직선의 방정식을 구하여라. 

(풀이) Mo ( l , 2)，유 = {3, 2} 이므로 법선벡토르에 의한 직선의 방정식을 구하는 
공식에 의하여 

3( jc -1) + 2(7-2) = 0 
따라서 직선의 방정식은 
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3 x + 2 y — 7 — 0 

























정리. 평면에서 직선의 방정식은 1차방정식 미 c + Zy + c = 0 으로 표시되고 
그 거꿀도 성립한다. 


n 


(증명) 직선의 방정식이 1차방정식이라는것은 이미 앞에서 보았다. 

거꾸로 X , 기에 관한 1차방정식 따 + ty + c = 0 은 다 직선의 방정식으로 

된다는것을 밝히자. 

1) (2 뉴0인 경우 


a 


c 

X H - 

V aj 

f 


따라서 이것은 점 


c 

公 


+ b ( y -0) = 0 


을 지나 JL n = { a , b \ 를 법선벡토르로 


가지는 직선의 방정식이다. 

니 a =0 인 경우 

이때 뉴0이다. 왜냐하면 6=0이면 1차방정식이 아니기때문이다. 


이때 방정식은 


0(x _ 0) + 6 


로 쓸수 있다. 이것은 점 


少 + 


0 . 


c 

궁, 

-c 

公 


0 


를 지나고_ n = { o , 를 법선벡토 


어느 
법선벡토 


르로 가지는 직선의 방정식이다. 

경우에 나 X ， 기에 관한 1차방정식 a ' + Zy + c = 0 에서 n = | u , 는 이 직선의 
르이다. 방정식 미〔 + 6少 + (： = 0을 직선의 일반방정식이라고도 부론다. 


직선의 방정식 


x — 3 y \ 


2 


을 일반방정식으로 고치고 이 직선의 법선벡 


토르를 구하여라. 


(풀이) 즈^^ᄏ ^ 을 고^ +今 y + c = 0 모양으로 고치면 50 c _3)=2( y + l ) 

따라서 이 직선의 일반방정식은 

5 x -2 y ~\1 = 0 

이고 법선벡토르 는 

一 {5, -2} 


n 


참 구 


자리표원점 ◦에서 직선 L 까지의 거리 P 와 직선 L 과 jc 축이 이루는 
각이 주어지면 직선은 유일하게 결정된다. 직선 L 의 방정식을 구하여라. 


25 














































문 제 

1. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여라. 

1) 자리표원점을 지나며 벡토르 $ = 2卞-3ᅮ에 수직인 직선과 평행인 직선 


2) 점 M 0 (6, -1) 을 지나며 법선벡토르가 w = -/ + 3 y • 인 직선과 방향벡토르가 


一누 

n 


/ + 3 j 인 직선 


2. 다음과 같은 직선의 방정식을 일반방정식으로 고쳐 라. 그리고 방향백토르와 법선백토 
르를 구하여라. 


1) y — — x _ 5 


2 ) 


x — 3 y 4 
3 ~ 7 


3) 


x — 2 _ t 
y = ?> + 2t 




다음 방정식 이 표시하는 직선을 그려 라. 


1) x — y 3 = 0 


2) 2x + iy — 2 — 0 


3) 


x + 5 y — 


2 


4) 


x = 3 — 2t 
少 = 2 + 호 




4. 점 Mo ( l , -3) 에서 직선 3'-4少-1 = 0까지의 거리를 구하여라. 


3. 두 직선의 위치관계 

두 직선 

L 八 a x x + b x y + q = 0 , L 2 : a 2 x + b 2 y + c 2 = 0 

이 주어졌다고 하자. 

직선 의 법선벡토르는 

— ► — 、> — 
n x = a x i + b x j 

직선 L 2 의 법선벡토르는 

- ► —— 

n 2 = ^ 2 ，•十公" 

이때 직선 과 L 2 의 위치관계를 보자. 

기하에서 평행각，수직각의 성질을 말해보아라. 

2) 두 직선 

a x x + b x y + c x =0, a 2 x + b 2 y -\-c 2 =0 
이 평행，평행이 아닌 경우 법선벡토르들은 어떤 관계에 
있는가? 



L 


2 
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두 직선의 평행조건 


// L 2 o 직/ / H 2 이므로 1시//[ 2 대신 직//元 2 을 보면 된다. 



X 

hJ,h ^v 2 =v\ 

교 

U 



1^//!^인 경우는 과 L 2 가 일치하는 경우도 포함하는것으로 본다, 


직선의 사귐조건 


n 2 이 므로 


CQ 


ivsa 2 다 느 


b i 


次。 公 


2 


次2 뉴0, Z ?2 뉴0안: 경우) 


두 직선 L 1? L 2 에서 

1) Li // L 2 (또는일치) o 두 직선의 일반방정식에서 

x , 少의 결수가비례한다. 

2) L ^ L 2 «두 직선의 일반방정식에서 x , 기의 

결수들이 비례하지 않는다. 


aTT) 두 직선 1ᄀ， l 2 가 다음과 같이 주어졌을 때 그 직선들의 위치 
관계를 말하여라. 


1) 


2 x -\- y = 3 

x = 少 


ᄌ + y = 丄 

2) \ ᄎ 

2 x -\- 2 y = 5 


3) 


x + 2 y = 3 
2 x 4 y = 6 



2 




이므로 


1이과 L 2 


사권다. 련립방정식을 풀면 


x = l y y=l 

그러므로 과 L 2 의 사귐점은 M 0 ( l , 1) 이다. (그림 1-31 1)) 


27 














































2) 14°'^ Li 과 L2 는 평행이다• 즉 Li//L 
그런데 


x + y = l 
2 x -\- 2 y = 5 


x + y = l 

은 \ 5 이므로 

ᄌ +少 = 一 
2 


미과 L 2 는 일치하지 않으면서 Li // L 2 이다. (그림 1-31 니) 

3) H 이므로 니비이 다. 


그런데 


x -\- 2 y = 3 
2 x - i - 4 y = 6 


으 


X + 2 ^ 3 이므로 
x + 2 y = 3 


즉 L " L 2 는 일치한다. (그림 1-31 [)) 




두 직선이 이루는 각，두 직선의 수직조건 

다음과 같은 두 직선 



Li ： a x x + b x y + c x = 0. 


L2 : a 2 x + b 2 y + c 2 = 0 


이 주어졌다고 하자. 


직선 Li , L 2 의 법선백토 


H 


TT 


n x - a x i + b x 


元 2 = 幻 f 2 i + 公 2 


이므로 


n x 丄 Li , 元 2 丄 L 


2 


n 



Li 


A 


그러므로 U 과 L 2 가 이루는 각 分는 n x 心와 같다. 즉 
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n x n 2 =d 



























따라서 두 직선사이의 각은 



X 

ᆻ a ' CL ) ■누 b ' b ， 

cos 6 = . . 

、jaf 、 ja 농 + b \ 




그리고 U 1 L 2 수 cos 分 = 0 이므로 두 직선의 수직조건은 

_ Q 

XI 

Li 丄 L 2 O 公 1 公 2+ 公 1 公 2=0 


두 직 선의 평 행 조건，수직 조건을 방향곁 수에 의 하여 표시 해 보아라. 


Li // L 2 <^> k x = k 2 , Li 丄 1^2 o k x k 2 = — 1 


례 ᄋ 점 M 0 (5, -2) 을 지나고 직선 2' + 3少 + 5 = 0에 수직인 직선의 방정식을 
구하여 라. 

(풀이 ) 구하려 는 직 선은 점 M 0 (5, -2) 를 지 나고 방향벡 토르가 2『 + 3구인 
직선이다. 그러므로 구하려는 직선은 

x — 5 y 2, 

2 ~ 3 

일반방정식으로 고치면 

3x — "2y — 19 — 0 


문 제 


1. 직선의 일반방정식 Ajc + Bj + C = 0 에서 A , B , C 가운데 어느것이 령으로 되는가 

에 따르는 직선의 위치를 설명하여라. 

2. 다음의 직선들에서 평행 또는 수직 인 직선들을 찾아보아라. 

1) 2 x + 3 y — 5 — 0 2) 3 x — 2 y + 6 — 0 


3) 


2 

— x -\ — y — 4 — 0 


4) 6 x - 4 y - 5 = 0 


3. 두 직선사이 각을 구하여 라. 
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1) 2 x 一 3 y + 5 — 0 , x y — 4 = 0 2) x + 2 y — 3 — 0 , 一 2 x + + 5 — 0 

4. 점 A (2, -3) 을 지나며 직선 少 =-丄 jc + 1 에 수직인 직선의 방정식을 구하여라. 

v 7 2 2 

5. 점 M (3, -2) 에서 직선 ； c-j + 6 = 0 까지의 거리를 구하여라. 


련습 문제 


1. 두 직선 5 y -2 x-l = 0, 7 + 4'-3 = 0 의 사귐점과 다른 두 직선 

1 0 y + x + 21 — 0, 8^y — 5 x + 1 — 0 


의 사귐 점을 지 나는 직 선의 방정 식 을 구하여 라. 

2. 다음의 두 직선 jc + 2 j -8 = 0, 41-5少 = 10의 사귐점을 지나고 ;c 축과 45 ᄋ 인 


각을 이루는 직선의 방정식을 구하여라. 


3. 다음과 같은 직선 L 의 보조변수방정식，방향벡토르에 의한 방정식， 법선벡토 
르에 의한 방정식을 구하여라. 

1) 점 M (2, 0) 을 지나며 법선벡토르가 5 = 3? + 27 인 직선 

2) 점 M (0, -3) 을 지나며 법선벡토르가 a = + ] 인 직선 

3) 자리표원점을 지 나며 방향곁수가 뉴2인 직선 

4) 두 점 A (5，-3), B (-2, 0) 을 지나는 직선 

4. 두 점 A ( a , 0), B (0, 句를 지 나는 직선의 방정식은 

즈그 = 1 
a 公 

로 된다는것을 증명하여라. (그림 1-33) 

5. 두 직선 

x - my + 2 = 0, mx - 4 y - n = 0 

에서 m , n 이 어떤 값을 가질 때 다음과 같이 되겠는가? 그림 1-33 



1) 공통점이 하나 2) 공통점이 없다. 3) 일치한다. 

6 . 점 M (3, - 2 ) 를 지나며 직선 ; c-j + 5 = 0 에 평행인 직선 및 수직인 직선 

의 방정식을 구하여라. 

7. 다음과 같은 직선의 방정식을 구하여 라. 

1) 점 M (0, 3) 을 지나며 방향벡토르가 a = 2 i +] 인 직선 


2) 점 M (2, -1) 을 지 나며 방향곁수가 k = 


V2 

2 


인 직선 


3) 점 M (-3, 1) 을 지나며 x 축의 정의 방향과 45° 를 이루는 직선 

8 . 평행4변형의 린접한 두 변의 방정식이 x - y -\ = 0, jc -2 j = 0 이고 대각선의 사귐 

점이 M (3, -1) 이다. 이 평행4변형의 다른 두 변의 방정식을 구하여라. 

9. 정점이 A (3, l )， B (4, 5), C (2, 0) 인 3각형의 무게중심을 지나며 끝점이 M (0, 0), N ( 6 , 4) 
인 선분 MN 을 비 요로 나누는 점을 지나는 직선의 방정식을 구하여라. 
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10 . 평행 4 변형의 두 변의 방정식 jc -3 j = 0 , 2 ' + 5少 + 6 = 0 과 한 정점 (4,-1) 을 알 
고 다른 두 변의 방정식을 구하여라. 

11. 점 M 0 ( l ,3) 으로부터 직선 jc + 少-3 = 0까지의 거리를 구하여라. 

12. 직선 L 이 2, 3, 4사분구를 지난다. 직선 L 이 x 축과 이루는 각 a , 방향곁수는 
소이다. 다음 식에서 옳은것을 찾아라. 

1 ) ksin a >0 2 ) kcos a >0 

3) ksin a < 0 4) kcos a < 0 

13. 직선 y = kx J r 3 k -2^\ 직선 少 = -丄 1 + 1 의 사귐점이 1사분구에 있을 때 소가 취 

’ y 4 

할수 있는 값범위를 구하여 라. 


제 3 절. 원뿔곡선의 방정식 


원，타원，쌍곡선，포물선은 원룰면을 자를 때 생긴다. 

그림 1-34 에서와 같이 원뿔의 옆면을 축에 수직인 평면으로 자르 

면원 (_ 0 이 생기고 모든 모선과 사귀면서 축에 경사지게 자르면 타원 

(니이 생기고 축에 평행인 평면으로 자르면 쌍곡선 ( n ) 이 생긴다. 

또한 한 모선에 평행인 평면으로 자르면 포물선 (근)이 생긴다. 
그러므로 원，타원，쌍곡선，포물선을 통털어서 원뿔곡선이 
라고도 부론다. 

1 . 원의 방정식 



주어진 점으로부터 같은 거리에 있는 점들의 모임 
을 원(또는 원둘레)이라고 부르며 주어진 점을 원의 
중심，주어진 거리를 원의 반경이라고 부론다. 

자리 표원점 O 를 중심으로 하고 반경이 /"인 원의 
방정식을 구하자. 

원의 임의의 점 M ( x , 3 ᅪ를 잡아도(그림 1-35) 

OM = r 

이 고 OM = { x , y ] ， 、 Jx 2 + y 2 = r 



그림 1—35 
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I 다라써 

2 , 2 2 

x +y = r 

중심 이 자리표원점 에 있고 반경 이 r 인 원의 방정식은 


x 2 + y 2 = r 2 


득 마찬가지로 하여 중심이 ( a , 이에 있고 반경이 r 인 원의 방정식은 



이 방정 식 을 원의 표준방정식이라고 부론다. 

일반적으로 원의 방정식은 

x 2 + y 2 + 2 Ax + 2 B 少 + C = 0 

로 표시되는데 x 2 , /의 곁수가 같고 령 아니며 산마디가 없는것 이 특징 이 다. 


원의 보조변수방정식 

중심 이 0(0,0) 에 있고 반경 이 r 인 원의 임의의 

점 M ( x , 少)에 대 하여 M 과 jc 축사이각을 효 라고 
하면 

x = rcost / 、 

\ (0<t< In) 

y = r^>mt 

이다. 이 방정식을 효를 보조변수로 하는 원의 
보조변수방정식이 라고 부론다. (그림 1-36) 



탕 구 


ᄌ 2 + 少 2 = 厂 2 의 점 (ᄌ 0 ,少 0 ) 에서 접선의 방정식이 xx 0 + )어 0 = 厂 2 으로 
된다는것을 증명하여라. 
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문 제 


1. 다음의 방정식들에서 원의 중심과 반경을 구하여라 . 

1) (x - a) 2 +(y- 5) 2 = 16 

2) (x + 3) 2 +(少 + 4) 2 =11 

3) (x - V 2) 2 + (y + V 2) 2 = 2 

2. 다음과 같이 중심과 반경 이 주어진 원의 방정식을 구하여라 . 

1) C(-l,-5), r = V7 2) C(0, 4), r = Vl7 3) C(-3, 0), r = 4 공 

3. 방정식 。+ ᅬ 2 +( 少 -3) 2 = 25 이 주어졌을 때 다음의 점들이 원의 아낙 또는 바깥 
또는 원둘레에 놓이는가를 밝혀 라 . 

1) A(2, 0) 2) B(l, l) 3) C(3, 0) 

4. 다음의 조건을 만족시키는 방정식들에서 소의 값을 구하여라 . 

1) 义 2 + 기 2 _12' + 8 기 +足 = 0 은 반경이 4 인 원이다 . 

2) x 2 + y 2 +4x-2y + k = 0'& 원을 표시한다 . 

3) ' 2 + 기 2 _ 6 义 + 足 = 0 은 점 을 표시 한다 . 

4) x 2 + y 2 +4x + ^y + 7 = 0-&- 원이다 . 

5. 원 (n) 2 +( 少 -6) 2 =r 2 (r 〉 0) 이 두 자리표축과 서로 접하는 조건은 아래에서 
어 느것 인 가 ? 

1) a 2 + 公 2 = 厂 2 2) a = b = r 

3) a 2 =b 2 = r 2 4) a = r, b = r 


2 . 타원의 방정식 


평면에 정해놓은 두 점 
임으로 된 도형을 타원이라고 

를 타원의 초점이라고 부른다. 

타원의 방정식을 구하자. 

그림 1-37 과 같이 선분 F 

표원점 O 로 정하고 직선 F；F 
Fi F 에 수직 인 직 선을 7 축으로 잠자. 

1^ = 2 선(：<“)로 놓으면 

리 -c, 0), F(c, 0) 

타원의 임의의 점을 M (; c , 少)라고 하면 

MFi+MF=2 幻， 


1? F 까지의 거리의 합이 
부론다. 이때 E , F 


일정( 2 “)한 점들의 모 


르 

우 


/ 

、 y 


게 ( 지 ) 

가운데점을 자리 

게' 

축， o 를 지나며 f ，’ 

\) 、 

W-^o) 0 



그림 1-37 
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이다. 또한 


X + cf + y 2 , MF 


x - c ) 2 + y 2 


이므로 


、ᄌ + c ) 2 +y 2 


x + c ) +、 y 2 =2 u _ 、l {、 x _ c ) + v 


^2 . 2 


x _ 이! 十少 


2 a 


2 . 2 


두 변을 2제곱하고 정돈하면 


a \\\ x-cf + y 2 - a 2 -cx 


다시 두 변을 2제곱하고 정돈하면 


{ a 2 - c 2 jx 2 + a 2 y 2 = a 2 { a 2 - c 2 ) 
그런데 a 〉 c 〉0 이므로 a 2 - c 2 = 公 2 (公〉 0) 으로 놓으면 


b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 


두 변을 a 2 6 2 으로 나누면 


2 2 

•지 . 少 


a 


2 


b 2 


따라서 타원의 방정식은 



이것을 타원의 표준방정식이 라고 부론다. 
타원이 x 축과 사귀는 점을 A , Ai , 기축과 
사귀는 점을 B , Bi 이라고 하면 

A (公, 0), A 1 (- a , 0), B(0, b ), B^O, - b ) 
이때 선분 AAi 을 타원의 긴축，선분 묘티 을 타원 
의 짤은축이라고 부론다 . 그리고 a ， b 를 각각 
타원의 긴반경，짧은반경이라고 부론다. 



이제 원의 방정식 


에서 ~0위를 


M x , 



公、 

-少 
a J 


^ 로 



2 



넘기자. 이때 


M ( X , Y ) 라고 하면 
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Cq 



Q 


따라서 X 


2 


次 Y 〉 

公 


2 \t2 


따라서 


b 


b 


이것은 원을 MN = lMiN 되게 압축하면 타원이 된다는것을 보여준다. (그림 1-39) 

a 

그림 1-40 과 같은 원에서 임의의 점 Mi ( x , j ；) 를 잠으면 다음 식이 성립한다. 


X = 公 cos 효 

y = a^int 




이제 X = x , Y = -y 되게 압축하면 긴반경이 a ， 짧은반경이 6 인 타원이 된다. 

a 

그리 하여 다음과 같은 타원의 방정식을 얻는다. 


I 瓦 


X = a cost 
Y = b sin t 


이 방정식을 타원의 보조변수방정식이라고 부론다. 


2 


(주의) 타원의 방정식 늣十 1 은 긴축이 기축에 놓 이는 타원을 표시 한다. 이 

때 이 타원의 초점은 J 축에 놓인다. 
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M 


타원의 기하학적성질 


■ 


'■■■■■■■■■■■■■■■■■■■第次 


1° 타원은 직선 x =± a 9 기=±6로 둘러싸인 직4각형 


안에 놓인다. 

사실 타원의 점의 자리표 U ， 기)는 



卜 1 ’ 1 뇌。， I 뼈 


小少 


( 厂公， 



2° 타원은 x 축과 ;；축 그리고 자리표원점에 관해 그림 1-41 

대칭이다. 따라서 ᄌ축과 y 축은 대칭축이며 자 

리표원점은 대칭중심이다. 타원의 대칭중심을 타원의 중심이라고 부론다. 
3° 타원의 정점: 타원과 x 축 및 y 축과의 사귐점을 타원의 정점이라고 부론다. 


타원의 정점의 자리표는 ( a ， 0 )， (— a , 0)，(0, b )， (0, 생)이 다. 


4° 타원의 리심률: 타원에서 e = 드를 타원의 리심률이 라고 부론다. 

a 


a 〉 c 〉0 이므로 0< 으<1이다. 0이면 타원은 

은 직선에 접근한다. 

5ᄋ 타원외 준선: 타원에서 L ： 义=± 쓰인 직선을 

e 

준선이 라고 부론다. 타원의 점에서 초점까지 
거 리 와 준선까지 거 리의 비는 일 정 하다. 


원에 가까와지고 나이면 타원 



그림 1-42 


문 제 

1 . 다음과 같은 긴반경과 짧은반경이 주어졌을 때 타원의 표준방정식，보조변수방정식 
을 구하여라. 

1 ) a = b = 2 2) a = —^ b = — 

2 3 

2 . 다음과 같은 타원의 방정식에서 보조변수방정식은 표준방정식으로 고치고 표준방 
정식은 보조변수방정식으로 고쳐라. 


x = 3 cos 효 

1) i 

y = 2 sint 


x = 2 cos 호 

2) 우 

y = 3 sint 


3) 




3. 문제 2 의 타원의 방정식으로부터 그 타원들의 초점의 자리표를 구하여라. 
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4. 다음의 방정식을 타원의 표준방정식으로 고치고 긴반경과 짧은반경，초점의 자리표 
를 구하여라. 

1) x 2 +4 y 2 =16 2) 2 x 2 +3 y 2 =5 3) x 2 -5 = -2/ 

4) 2 y 2 =5 - - x 2 5) 25 x 2 + 16/ = 400 

5. 타원 


2 2 

X V 

+ 


49 24 


에 내 접 하는 직 4각형의 두 변은 타원의 초점 을 각각 지 난다 . 이 4각형의 면적 을 
구하여 라. 

6. 타원 

2 2 

X 少 t 

— + V^ = 1 
a 公 

에 바른3각형이 내접한다. 이 3각형의 한 정점이 타원의 긴반경의 오른쪽정점과 일 
치한다. 3각형의 다른 두 정점의 자리표를 구하여라. 

7. 타원의 짧은축의 길이는 2，긴축의 길이는 짧은축의 2배이다. 타원중심에서 그 준 
선까지 의 거리를 구하여 라. 

8. 타원을 그리는 방법을 설명하고 그 근거를 밝혀 라. 


3. 쌍곡선의 방정식 

평면에서 정해놓은 두 점 Fx , F 까지의 거리의 차가 일정 (2。한 점들의 모임으로 된 
도형을 쌍곡선이라고 부론다. 여기서 점 Fi , F 를 쌍곡선의 초점이라고 부론다. 
쌍곡선의 방정식을 구하자. 

그러 기 위 하여 F ， 의 가운데 점 을 자리 표원점 0 로 정 하고 직선 F \ F 를 축，0를 

지 나며 F \ F 에 수직 인 직선을 j 축으로 잡자. 

FiF = 2 c{c 〉 0) 로 놓으면 

^ (- c , 0), F ( c ， 0) 

쌍곡선의 임의의 점을 ᅪ라고 하면 

- MF | = 2 a 

이므로 



그림 1-44 


、/()〔 + c ) 2 + y 2 -、/()〔_ c ) 2 + y 2 = ±2 a 

、 l(、 x + c ) 2 + y 2 - V( x_c ) 2 + y 2 - 2 以 


이 방정식에서 두 변을 2제곱하고 정돈하면 
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= cx-a 


2 


다시 두 변을 2제곱하고 정돈하면 

( c 2 - a 2 ) x 2 - a 2 y 2 = a 2 ( c 2 - a 2 ) 


그런데 c 〉 a 〉0 이므로 

c 2 - a 2 > 0 

따라서 c 2 - a 2 =6 2 (6 〉 0) 으로 놓으면 

b 2 x 2 - a 2 y 2 = a 2 公 2 

두 변을 a 2 6 2 으로 나누면 

2 2 

느」느 -1 

2 九2 _ 1 

a 公 

따라서 쌍곡선의 방정식은 


0 


2 


X 


2 


a 


b 2 




fi ) 


이것을 쌍곡선의 표준방정식이라고 부론다. 

이때 선분 쇼식 을 실축，선분 OA 또는 그 길이 a 를 실반경이라고 부른다. 

두 점 B (0, b \ B ^ O , - 句 를 잡았을 때 선분 BB ! 을 허축，선분 OB 또는 그 길 
이 6를 허반경이 라고 부른다. 

탕 구 

厂—，，，，"、 _ 

쌍곡선은 포소리를 듣고 포의 위치를 확정하는데 리용할수 있다. 37 H 
의 지점 A , B , aH [서 포소리를 들었다. 포소리를 A 에서 들은것은 묘에서 
들은것보다 10초 늦었고 C 에서 들은것보다는 6초 늦었다고 한다. 지도에 
서 포의 위치를 어떻게 구할수 있는가?(소리의 속도는 340%) 
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1 ° 쌍곡선은 x > a , ' <-a 인 구역 에 놓이 는 
무한곡선이다. 

2 

사실 쌍곡선의 자리 표 ( x , y ) 는 之 1 이 

a 

므로 I > a 이 다. 


少 


A 


{a, 


o 


x 


그림 1-44 




2 ᄋ 쌍곡선도 타원처럼 x 축과 j 축 그리고 자리표원점에 관하여 대칭이다. 이 대칭 


중심을 쌍곡선의 중심이라고 부론다. 

3 ᄋ 쌍곡선의 정점: 쌍곡선과 자리표축과의 사귐점을 쌍곡선의 정점이라고 부론다. 

쌍곡선은 두개의 정점 ( a ，0 ), (_ a ，0 ) 을 가전다. 


4 ᄋ 쌍곡선의 점근선 : 쌍곡선의 방정식을 고쳐쓰면 



a a 


이므로 x 자리표가 같은 쌍곡선과 직선의 점을 각각 M ( x , 기) , Mife , 此) 이 라고 하면 


y\>y 

公 

따라서 쌍곡선은 직선 —义 아래에 놓인다. 

a 

7 i ~ y = ~( x ~、 lx 2 _公 2 ) - 

a 

公 a 2 ab 

^=! ■ • - - 

次 x +、 jx 2 - a 2 x 니 x 2 - 次 2 


즉 X 가 커짐에 따라 쌍곡선이 직선 

少 = 으1에 한없이 가까와간다. 
a 

이 직선을 쌍곡선의 점근선이 라고 부론다. 
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Z Z 7 

그림 1-46 에서 보는것처럼 쌍곡선 ~-^ = 1 에는 두개의 점근선广土一 ; C 가 있다. 

a b a 

5ᄋ 쌍곡선의 리심률: 쌍곡선에서 e = 드를 쌍곡선의 리심률이라고 부론다. 

a 

쌍곡선에서는 c 〉^〉0 이므로 e 〉 l 이다. 요가 클수륵 쌍곡선의 가지는 벌어 
지며 e ~~^\ °1 U A 가지는 접근한다. 

6 ᄋ 쌍곡선의 준선: 쌍곡선에서도 L ： 1 = ±쓰인 직선을 쌍곡선의 준선이라고 부른 

e 

다. 쌍곡선의 준선은 e 〉 l 이므로 쌍곡선가지안에 놓인다. 쌍곡선의 점 으로부 
터 초점까지 거리와 준선까지 거리의 비는 일정하다. 




그림 1-47 


그림 1-48 


2 2 

7ᄋ 방정식 즈 = 로 표시되는 쌍곡선을 주어진 쌍곡선의 공액쌍곡선이라고 


a 2 b 2 


부론다. 


량 구 



쌍곡선의 보조변수방정식을 구하여라 . 
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제 


1 . 다음과 같은 쌍곡선의 표준방정식을 구하여라. 

1) a=2, b=3 2) b=4 f c=5 3) 公=3， c=4 

2 . 다음 곡선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 자리표원점으로부터 초점까지의 거 
리를 구하여라. 

1) 9?-16，=144 2) 3 x 2 -^ y 2 =4 

3) 2 x 2 =15 + 7 y 2 4) 6 x 2 -12 = 9 y 2 

3. 다음 쌍곡선의 점근선의 방정식을 구하고 그림을 그려 라. 

2 2 

1) - -- 스 = 1 2) 25? -16/ =400 

4 9 

4. 이동점 M 에서 고정점 A ( l , 1) 까지의 거리와 점 M 에서 고정점 B (- l , 1) 까지의 
거리를 던 차가 부아닌 실수 시：상수)이다. 이때 이동점 M 의 자리길을 아래에서 
찾아보아라. 

1 ) 쌍곡선의 하나의 가지 

2 ) 쌍곡선의 하나의 가지 또는 하나의 직선 

3) 쌍곡선의 하나의 가지 또는 하나의 직선 또는 하나의 선 

4) 이외에 또 다른 경우가 있다. 

2 2 

5 . 타원 i + l = l 의 초점을 지나고 타원이 x 축과 사귀는 점들을 초점으로 하는 

169 144 

쌍곡선의 방정식을 구하여라. 

2 2 

6 . 쌍곡선 느느 = 1의 왼쪽초점으로부터 거리가 7인 쌍곡선의 점을 구하여라. 

16 9 

7. 그림 1-49 를 보고 쌍곡선을 그리는 방법을 설명하고 그 근거를 밝혀 라. 



그림 1—49 
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4. 포물선의 방정식 


평면에서 주어진 점 F 와 주어진 직선 L 까지의 
거리가 같은 점들로 이루어진 도형을 포물선이라고 
부론다. 이때 점 묘를 포물선의 초점，직선 L 을 포 
물선의 준선이 라고 부론다. 

포물선의 방정식을 구하자. 

초점 묘에서 준선 L 에 수직선 FK 를 긋고 FK 
의 가운데점 O 를 자리표원점으로 정하자. 

그리고 직선 FK 를 jc 축으로， O 를 지나며 KF 에 



수직인 직선을 ;;축으로 잡자. (그림 1-50) 


KF=p 라고 하면 F (으, 0) 이고 L 의 방정식은 

2 


|이다. ■ L 이고 초점 


>1 F 인 포물선의 임의의 점을 MO , 少) 라고 하면 MH=MF 
그런데 


MH: 


2 


MF 


( 데 ) 2 ” 2 


이므로 




P 

2 


이 방정식의 두변을 2제곱하고 정돈하면 

少 2 = 2 px 

따라서 포물선의 방정식은 

少 2 = 2 px 


이것을 포물선의 표준방정식이라고 부론다. 


포물선이 기하학적성질 




1° 포물선 /=2pc 에서 (± y ) 2 =2 싸 이므로 jc 축이 대 칭축이 라는것을 알수 있다. 
2 ᄋ 포물선과 대칭축과의 사귐점을 포물선의 정점이라고 부론다. 

3ᄋ 포물선 기 2 =2 px ： 는 에 따라 다음과 같은 모양을 가진다. (그림 1-51) 
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그림 1-51 


그림 1-52 


또한 포물선의 방정 식 은 x 2 = 2/ 少와 같이 구할수도 있다. (그림 1 - 52) 

포물선 x 2 = 2 公 y 에 서 는 j 축이 대 칭 축이 다. 

4ᄋ 포물선의 리심률은 포물선의 점으로부터 초점까지 거리와 준선까지 거리의 비로 
정의되는데 그것은 늘 e = l 이다. 


다음으로 포물선의 보조변수방정 식 을 구해 보자. 

포물선 에 서 y=t y 冗 R 로 놓으면 

t 2 

x= - 

따라서 포물선의 보조변수방정식은 






t 2 


< 

JC — 

2 ^ 








량 : t 


탐조등반사경의 자■면은 포물선형태로 되여있는데 광원은 
포물선의 초점에 있다. 포물선의 임의의 점 ⑶그사，心；) 에서 X 축에 

평행인 직선과 그 점에서 그은 접선사이의 각은 점 Mo 과 초점 표를 
련결한 직선과 접선사이의 각과 같다는것을 밝혀보아라. 
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원뿔곡선외 특성 
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기 하학적 

조건 

주어진 점까지 

거리가 같다 

주어진 두 점까 
지 거리합이 상 
수다 

주어진 두 점까 
지 거리의 차가 
상수다 

주어진점파주 
어진 직선까지 
의 거 리 가 같다 

표준방정 식 

(ᄌ - 公) + ( 

y- b f-r 2 

x 2 

1 + . 
a 

2 

2 2 

ᄌ 少 니 

2 九 2 _ 1 

a 公 

少 2 =2px 

도 형 

/ 

r 

ᄀ〉 

C ： 

기 

/ 

\ 

乂少 

/ 

，: > 

V ： 



。八 

r 


o 

、、 ^ 

정점의 
자리 표 

(± 公， 0 )， ( o , ± Cl) 

(± 이0)，(0，±6) 

(土 次, 0) 

(0, 0) 

대 칭 죽 

x 4, 7축(길이 

2 a ) 

JC 축 (긴 반경 길 이 
2 a ) 

y 축 (짧은반경 길 
이 2 b ) 

X 축 (실 축길이 

2 a ) 

J 축 (허 축길이 

2 b ) 

• X ： 죽 

초점 
자리 표 

(0,0) 

(士 c , 0) 

(土이 0) 


( p 、j 

[H 

c =、[( 

j 2 - b 2 

c = 、l a 2 +6 2 

리 심률 

0 

0< e<l 

e>l 

e=l 

준선의 
방정 식 


次 

X = 土 一 
e 

次 

X = 土 一 

e 

P 

X = - 

2 

점 근선의 
방정 식 



,b 

y = ±-x 
a 



문 제 


1. 점 묘를 지나며 직선 L 에 접하는 원의 중심의 
자리길은 점 F 를 초점，직선 L 을 준선으로 하 
는 포물선이 라고 말할수 있는가?(그림 1-53) 

2. 다음과 갈은 포물선의 표준방정식을 구하여라. 
1) j )= 4 , x 축을 대 칭 축으로 하고 기축의 오른 

쪽 반평면에 있다. 
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그림 1—53 




















































2) p =6, j ； 축을 대칭축으로 하고 x 축의 웃쪽 반평면에 있다. 

3. 다음과 같은 포물선의 방정식을 표준방정식으로 고치고 p 를 구하여라. 그리고 
그림을 그려라. 


1 ) 



2) 3 y 2 = 2 x 


3) 3 x 2 = -Ay 


4) 6 x - y 2 = 0 


5) x 2 -\-5 y = 0 


4. 자리표평면에서 점 F (0, 3) 을 초점으로 하고 직선 j =-5 를 준선으로 하는 


포물선의 방정식을 구하고 이 곡선이 자리 표죽과 사귀는 점을 구하여라. 

5. 포물선 j = ; c 2 의 점으로부터 직선 2 jc - j -4 = 0 까지의 거리가 가장 짧은 점의 
자리표를 아래에서 찾아라. 


1 ) 





3) (2, 4) 4) (1, 1) 


탕 구 


방정식 ” = 1은 직각자리표계를 45° 회전이동한 새 직각자리 
표계에서 쌍곡선의 표준방정식 형태로 표시된다는것을 밝혀라 . 


- 상 겨 - 

— — 원뿔곡선의 특징 

작은 전구에서 나오는 빛은 분산되지만 그것을 손전지에 넣고 조절하면 한 
줄기의 평행광선이 얻어진다. 이것은 전지안에 자름면이 포물선인 반사면이 있 
기때문이다. 이 성질을 리용하여 태양로，안테나，탐조등이 설계되고있다. 

타원과 쌍곡선의 초점의 성질은 포물선과는 다르다. 

영사기의 투광기는 타원의 초점의 성질을 리용하고있다. 





우주에서 운동하는 천제 례를 들어 행성，혜성，인공위성 등은 운동속도가 
달라잠에 따라 그 자리길이 어떤것은 타원이고 어떤것은 포물선이며 어떤것은 
쌍곡선이 다. 

태양계의 9개 행성 및 그 위성의 운동자리길은 모두 타원형태이다. 그려나 
혜성의 운동자리길은 타원형，쌍곡선형，포물선형으로 나누[여진다. 자리길이 타 
원형인 혜성은 주기혜성이라고 부르는데 유명한 할레혜성은 주기가 76년이다. 

자리길이 쌍곡선형과 포물선형인 혜성을 비주기혜성이 라고 부르는데 이것은 
한번밖에 볼수 없으며 그후에는 영원히 다시 돝아오지 않는다. 


!ᄌ 
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련습 문제 


1 . 중심 이 (3，_3)이고 반경이 3인 원둘레의 방정식을 구하고 이것을 2 로 압죽하여 

3 

얻은 타원의 방정식을 구하여라. 

2 . 다음과 같은 원뿔곡선의 방정식을 표준형으로 고쳐라. 다음 초점의 자리표를 구하 
고 그림을 그려라. 

1) 4 x 2 + y 2 =16 2) x 2 - 2 y 2 +4 = 0 3) 6 x - y 2 = 0 

4) 4 x 2 =16 + y 2 5) x 2 +5 y = 0 6) 2 x 2 = 18-9 y 2 

3. 다음과 같은 원뿔곡선의 표준방정식을 구하여 라. 

1) a = A , c =3 인 타원 

2) c =3， 두 점근선사이의 각이 90 ᄋ 인 쌍곡선 

3) 준선의 방정식이，-3인 포물선 

4. 반경 이 r 인 원둘레 와 그안에 한 점 가 있다. 점 p 를 지 나며 원둘레 0에 접 하는 모 
든 원둘레 의 중심 들의 모임 은 타원이다. 증명 하여 라. 

5. 복소수평면에서 점 가 원둘레 x 2 + y 2 = r 2 을 따라 움직일 때 다음 복소수는 어 

떤 도형을 그리겠는가? 

1 CL 

1) w =— 2) w = az + b ( a , 公 eR ， 0 ) 3) w = z + — { r 2 > a ) 

z z 

6 . 직선 j 더 fcr —2 가 쌍곡선 x 2 - y 2= 6 의 오른쪽가지 와 서 로 다른 두 점 에서 사권다면 先가 
가질수 있는 값의 범위를 구하여라. 

7. 다음의 방정 식 은 어 떤 곡선의 방정 식인가? 

1) x 2 + — 6 x + 2 y + 1 — 0 2) x 2 + 2 + 4 x — 6 y + 5 — 0 

3) 2 x 2 - y 2 - 4 x 4 y = 0 4) y 2 - - 6 x +1 = 0 

_ . 9 

8 . 대칭죽이 자리 it 죽과 겹치고 리심률이 8이며 초점과 준선사이 거리가 一 인 타 

4 

원의 방정식을 구하여라. 

2 2 

9. 쌍곡선 -一- ᅀ = 1의 리심률이 라면 소의 값범위를 구하여라. 

4 k 

10 . 쌍곡선에서 c = H 점근선이 j = 土인 쌍곡선의 방정식을 구하여라. 

3 

11 . 포물선 j 2 =2; 기의 ;c = 6 인 점에서 초점까지의 거리가 10이라면 초점에서 준선 
까지의 거리를 구하여라. 
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제 4 절. 공간에서 평면과 직선의 방정식 


1. 평면의 방정식 

1) 점 MO 을 지나고 백토르 이에 수직인 평면의 방정식 


점 M 0 (사, 少 0 , z 0 ) 을 지나고벡토르 N ={ A ， B , C } 

에 수직인 평면 모의 방정식을 유도하자. 

평면우의 임의의 한 점 M ( x ,， z ) 를 잠으면 


M 0 M = { x - x 0 , y - y 0 , z - z 0 j 


M ( x , y , z ) e P 〈:수 M 0 M 丄 N 


하 m a m.n = o 


0 


이것을 자리표로 표시하면 



그림 1-54 


(瓦 


법선백토르에 의한 평면의 방정식 


A(x - x 0 ) + B(y - Jo ) + ~ z 0 ) = 0 


벡토르 N = { A , B , 이를 평면의 법선백토르 라고 부론다. 

2) 평면의 일반방정식 

평면의 방정식이 공간에서 1차방정식으로 표시된다는것을 보았다. 

이제 공간에서 x , y , 고에 관한 1차방정식 

Ax : + By + Cz + D = 0 (*) 

이 평면의 방정식이라는것을 보자. 

곁수 A , B ， C 는 다 0일수 없다. 

실례로 c 굳0이라면 이 방정식은 

( 이 

A ( x -0)+ B (^-0 )+C z =0 

v cj 

( D 、1 — f ᅲ 

형태로 쓸수 있으면 이것은 점 0, 0, -— 를 지나며 N = { A , B , C } 에 수직인 평면 

V CJ 

의 방정식이다. 

방정식 (*) 은 A , B , C , D 에 적당한 값을 주면 어떤 평면을 결정한다. 
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방정식 

Ax + B 少 + Cz + D = 0 
을 평면의 일반방정식이라고 부른다. 


곁수들의 의미를 고찰하자. 

평면의 일반방정식에서 石 = <{ A , B , C } 는 평면의 법선벡토르이다. 

1° D =0 인 경우 
이때 방정식은 

Ax + By + Cz = 0 

이 되므로 점 0(0，0， 0) 은 이 방정식을 만족시킨다. 따라서 평면은 자리표원 
점을 지난다. 이것은 D =0 인 경우에 자리표원점을 지나는 평면임을 의미한다. 

2° C =0 인 경우 
이때 방정식은 

Ax + B 少 + D = 0 
이 되므로 이것은 z 축에 평행인 평면이다. 

마찬가지로 A =0 이면 Bj + Cz + D = 0 으로 되는데 이것은 jc 축에 평행인 평면 
이며 B =0 이면 Ajc + Cz + D = 0 으로 되는데 이것은 ；;축에 평행인 평면이다. 

3ᄋ A =0, B =0 인 경우 
이때 방정식은 

Cz 마>0 

이 되므로 이것은 X 축과 ;;축에 평행 즉 Z 축에 수직인 평면이다. 

마찬가지로 B = C =0 이면 Ax + D =0 으로 되는데 이것은 JC 축에 수직인 평면이며 
A = C =0 이면 Bj ；+ D =0 으로 되는데 이것은 기축에 수직 인 평면이다. 

H ) 점 M 0 (2, 3,-1) 을 지나며 벡토르 N ={4, -3, 1} 에 수직인 평면의 방정식을 
구하여 라. 

(풀이) 4( x _2) + (_3) ( y -3) + (2+ l)=0 
또는 4x~3y^z + 2=0 

afT ) 다음 평면은 어떤 특징을 가지는가? 

(1) 3 r 2 가4=0 (2) 3;广6=0 

(3) jc _3=0 (4) y=0 

(풀이) (1) 은 ;;축에 평행인 평면 (2) 는 Ojcz 평면에 평행인 평면 

(3) 은 Qyz 평면에 평행인 평면 (4) 는 0 _rz 평면 
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문 제 


1. 자리표원점을 지나며 벡토르 N ={3, 1, 3} 에 수직인 평면의 방정식을 구하여라. 

2. 점 M 0 (2, 3, 1) 을 지나며 ; c 축에 수직인 평면， j 축에 수직인 평면， z 축에 수직인 평 

면의 방정식을 구하여 라. 

3. 두 점 %(4, -2, -1) , M 2 (3,-1, 2) 가 주어졌다. 점 M , 을 지나고 벡토르 

M { M 2 에 수직 인 평면의 방정식을 구하여 라. 

4. 점 P (2, -1, 3) 을 지나며 두 점 MJ3, 5, 1), M 2 (2, -3, 1) 을 지나는 직선에 수 
직 인 평면의 방정식을 구하여 라. 

5. 평면의 일반방정식 Ax ^ B 片 C 가 D =0 에서 A , B , C , D 가운데서 하나가 령이거 나 둘 
이 령일 때의 평면의 위치는 어떻게 되겠는가? 

2 . 직선의 방정식 

1) 방향백토르에 의한 직선외 방정식 

점 M 0 U 0 ，八 , z 0 ) 을 지나고 벡토르 P = {X,Y,Z} 

(P 농。 에 평 행 인 직 선의 방정 식 을 유도하자. 

직선 L 의 한 점 MOc ， j ；， z ) 를 잠으면 

M 0 M = { x - x 0 , y - y 0 , z - z 0 } 

M ( x , 少， z ) e L M 0 M//P M 0 M = 인 
tA 존재 한다. 

이것을 자리 표로 표시 하면 다음과 같다. 


직서이 녀不머수방적식 



X - 

- Xq + X/ 


< 

y -- 

= 少 o +Y 효 



Z - 

V. 

- z^+Zt 

J 





그림 1—55 




이 식에서《를 직선의 보조변수라고 부론다. 
우의 방정식에서 ᄉ를 소거하면 
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X 

방향백토르에 이한 직선이 방정식 



^-^0 _ 少 —少 0 _ Z _ Z 0 

X ~ Y ~ Z 

J 




을 엄으며 여기서 벡토르 P ={ X ， Y ， Z } 를 직선의 방향백토르라고 부론다. 

aTT ) 점 (1，2， 3) 을 지나고 벡토르 P ={-2, 3, 가에 평행인 직선의 보조변 

수방정식 ， 방향벡토르에 의한 직선의 방정식을 구하여 라. 

(풀이) 우의 식에 의해서 보조변수방정식은 

x — 1 一 2효 

= 2 + 3효 
z = 3 + 7효 

V 

이며 방향벡토르에 의한 직선의 방정식은 

x — \ y — 2 z — 3 
3 — 

2 ) 직선의 일반방정식 

공간에서 사귀는 두 평면은 한개의 직선을 결정한다. 

따라서 두 평면의 방정식을 련립시킨 

A|X + v C|Z + D| — 0 : I 、 

< 

A 2 ᄌ + B 2 y + C 2 z + D 2 = 0 : P 2 

을 공간에서 직선외 일반방정식이라고 부론다. 

직선의 일반방정식 

2x 一 y + 3z — 6 — 0 

C 

x ~h y — 5 z + 10 — 0 
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을 방향벡토르에 의한 직선의 방정식으로 고치여라. 








































(풀이) Z 를 오른변으로 옮기면 


2x ~ y — — 3z + 6 
x y = 5 z -10 

i ，기 를 구하면 

2z-4 13z-26 

- , j = - 

3 3 

이 두 식에 서 z 를 구하면 


여 기 로부터 


3 x + 4 3 y + 26 
2 ~ 13 


4 

X H - 


2 



z 



이것은 



0 을 지나며 방향벡토르가 {2, 13, 3} 인 직선의 방정식이다. 


문 제 

1. 다음 직선의 방정식을 보조변수방정식으로 고쳐라. 

1) M 0 (2,- l,3), {1, 2, -4} 

2) 즈土느 上 :쓰 

4-12 

2. 두 점 Mi (지, 기, 시), M 2 (사, 기,。)을 지나는 직선의 방정식을 구하여라. 

3. 점 M(2, 3, 1) 을 지나고 벡토르 P-{5, 6, 가에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

4. 직선의 일반방정식이 다음과 같이 주어졌다. 


1) ^ 

2x + 3 + z +1 — 0 

2) < 

5x 一 2y + z + 3 — 0 

ᄆ 3) < 

x — y z — 2 — 0 


5x + + z + 2 — 0 


2x + 2) / + 3z 一 1 — 0 

2x + 5y 一 z + 5 — 0 


이 방정식을 방향벡토르에 의한 직선의 방정식으로 고치여 라. 
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련습 문제 


1. 자리표원점을 지나며 벡토르 n = {5，0, -2} 에 수직인 평면의 방정식을 구하여라. 

2. 점 A(4, -3, 3) 을 지나며 축에 수직 인 평면의 방정식을 구하여라. 

3. 점 P(l, -1, 2) 를 지나며 두 점 A(5, 1, -5), B(-l, 3, 7) 을 지나는 직선에 수직인 
평면의 방정식을 구하여 라. 

4. 점 P(3, -6, 2) 가 자리표원점으로부터 평면에 세운 수직선의 밑점이라는것을 알고 그 
평면의 방정식을 구하여 라. 

5. 점 A(4, 3, -2) 를 지나며 다음것에 평행인 직선의 방정식을 구하여라. 

1) 기축 2) a = {1, 7, 5} 3) 직선 = = 

3 10 -2 

6. 다음 두 점을 지나는 직선의 방정식을 구하여라. 

1) A(l, 4, -1), B(3, 0, -2) 2) C(0, 5, -1), D(7, 1, _4) 

7. 다음 세 점이 한 직선에 놓이겠는가? 


A(3, 0, 1) , B(0, 2, 4) , C(1 



3) 


8. 직선의 일반방정식을 방향벡토르에 의한 방정식으로 고쳐라. 


1 ) 


|4x + - z + 20 = 0 

3 x — 2 ,y + 3z — 8 — 0 


2 ) ^ 


5x 一 2 y + 7z — 9 — 0 
4 x - 3 y - l = 0 


9. 두 직선 


x 一 5 y 1 z 一 2 x 一 7 y 一 9 z + 9 
3 _ 2 _ 刀 ， \2 ~ n 

가 평행이다. 야를 구하여라. 

10. 평면 3;c-2j + 3z-8 = 0 과 직선 d = = 의 사귐점을 구하여라. 

3 15 


제 5 절. 구면과 기등면외 방정식 


직각자리표계가 도입된 공간에서 곡면 S 의 임의의 점 
M 의 자리 표 x, ， z 가 방정 식 

Fdr, 少， z)=0 (*) 

을 만족시 키 고 거 꾸로 방정식 (*) 을 만족시 키 는 x, y , 고를 
자리표로 하는 점 MU， ， z) 가 곡면 S 에 놓일 때 방정식 
(*) 을 곡면 운의 방정식 이라고 부론다. 

M(x, y, z) ^ SOF (x, 少， z)=0 
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그림 1-57 

























1. 구면의 방정식 

주어진 점 C( a , b , C) 로부터 같은 거리에 있는 점들의 모임으로 된 도형을 
구면이라고 부론다. 이때 C( a , b ， c) 를 중심，거 리 r 를 반경이라고 부론다. 

구면에 놓이는 임의의 점을 MU，，z) 라고 하면 

CM =^ j ( x - a ) 2 +( 少一公 ) 2 + (z -c) 2 = r 
이므로 중심이 C(a, b ， 넜에 있고 반경이 r 인 구면의 방정식은 

(x - a ) 2 + ( 少一 公 ) 2 + (z - c) 2 = r 2 (1) 

자리표원점과 구면의 중심 이 일치하면 구면의 방정식은 

x 2 + y 2 z 2 = r 2 (2) 

aTT) 중심이 c(-i, 4, -2) 에 있고 반경이 5 인 구면의 방정식을 구하여라. 
(풀이) 구면의 방정식 a) 을 리용하면 구하려는 구면의 방정식은 

(x + 1) 2 + (少 - 4) 2 +(z + 2) 2 = 25 

ai 2〕 》방정식 jc 2 +3； 2 + z 2 -4 jc + 103；-1 = 0 으로 표시되는 구면의 중심과 반 

경 을 구하여 라. 

(풀이) 방정식을 

x 2 -4 x + 4 + y 2 -\-lOy + 25 + z 2 - 4 - 25 - 1 = ( ᄌ - 2) 2 + Cy + 5) 2 + z 2 =30 

으로 고친다. 이로부터 구면의 중심은 (2，-5， 0) 이고 반경은 #이다. 
일반적으로 구면의 방정식은 

x 2 + y 2 + z 2 + 2 Ax + 2 By + 2Cz + D = 0 (3) 

으로 표시할수 있다. 이것을 

(x + A) 2 +(7 + B) 2 +(z + C) 2 = A 2 +B 2 +C 2 -D 

로 쓰면 A 2 +B 2 +C 2 -D〉0 일 때 이 식은 중심이 ( 一 A,-B, -(刀 에 있고 반경이 

VA 2 +B 2 +C 2 -D 인 구면을 표시한다. 

(3) 을 구면의 일반방정식이라고 부론다. 

구면의 일반방정식은 x 2 , y 2 , z 2 의 곁수들이 모두 같고 xy , xz, jz 를 포함하는 
마디들이 없는것이 특징이다. 

aTT) 점 (0，1，6)，(1，5, 9)，(4, 4, 5)，(0, 5, 2) 을 지 나는 구면의 방정 
식 을 구하여 라. 

(풀이) 점들의 자리표를 방정식 (3) 에 넣으면 


1+ 36+2B+12C+D=0 
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l +25+81+2 A +10 B +18 C + D =0 


16+16+25+8 A +8 B +10 C + D =0 
25+4+10 B +4 C + D =0 

이다. 이것을 풀면 

A =-2, B =-3, 0-7, D =53 

결국 ( jc -2) 2 +切-3) 2 +( z -7) 2 =9 형태로 고칠수 있다. 따라서 이 구면 
은 중심이 (2，3, 7) 에 놓이고 반경이 3인 구면이다. 


문 제 

1. 중심이 C (4, -2, 3) 이고 자리표원점을 지나는 구면의 방정식을 구하여라. 

2. 중심이 자리표원점에 있고 점 B ( l , 7, -3) 을 지나는 구면의 방정식을 구하여라. 

3. 구면에서 직경의 두 끝점은 A (5, -1, 4), B (3, 5, 2) 이다. 구면의 방정식을 구하 
여라. 

4. 다음의 방정식으로 주어진 구면의 중심과 반경을 구하여라. 

1) x 2 y 2 z 2 - I 2 x - I 6 y + 20 z -10 = 0 

2) + z 2 — 3 x + 9 y — 5 z — 0 
2. 기등면의 방정식 

주어진 직선 JZ 에 평행인 직선이 정해진 곡선 L 
을 따라 움직여서 생긴 곡면을 기등면 이 라고 부론다. 

이때 L 을 기둥면의 도선， JZ 에 평행 이며 L 의 
점을 지나는 직선을 기둥면의 모선， £을 기준선이 
라고 부론다. 

이제 도선 L 이 a 어평면의 곡선 즉 그림 1-58 

F ( x , 

이고 JZ 이 z 축에 평행 인 직선인 기둥면의 방정식을 보자. 

이 기 둥면의 임의 의 점 을 M ( x , y f z ) 라고 하면 M 의 O # 평 면에 로의 사영 점 
N ( x , 기，0)은 도선 L 에 놓이므로 x , 는 방정식 F ( x , 必=0을 만족시킨다. 그런데 M 과 

N 의 x , 기자리표들은 같고 방정식 FU 7)=0 에는 z 가 없으므로 임의의 z 에 대하여 
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M ( x , y , z ) 의 자리표 x , 기는 F ( x , 기)=0을 만족시 킨다. 그러므로 Oxy 평면에서 도선의 
방정식과 공간에서 기둥면의 방정식은 형태적으로 일치한다. 

따라서 구하려는 기둥면의 방정식은 공간에서 


F ( x , );)=0 


으로 표시된다. 

ai ~ T ^ 戶+3； 2 =9 는 o 可평면에서 중심이 자리표원점에 

있고 반경이 3인 원을 도선으로 하고 Z 축에 평행인 
모선으로 되여 있는 원기둥면의 방정식 이 다. 



굽 n) 


느 + 스 = 1 은 O 방 평면에서 긴반경이 3이고 짧 

9 4 

은 반경이 2인 중심이 자리표원점에 있는 타원을 
도선으로 하고 z 축에 평행 인 모선들로 되여있는 ᄂ 
타원 기 둥면의 방정식이 다. 그림 1-60 




3i _ 3^) — = 1 은 Oxy 평 면 에 서 실 반경 과 허 반경 이 

- a 公 

각각 a , b 인 중심이 자리표원점에 있는 쌍곡선을 
도선으로 하고 z 축에 평행 인 모선들로 되여있는 쌍 
곡기둥면의 방정식이다. 



그림 1-61 



례 4=〕) y 2 =2 px 는 Qxy 평 면 에 서 초점 이 


0) 

에 1 

<z 

- -1 

U j 


r 


있고 정점 이 자리표원점과 일 치하는 포물선을 도 
선으로 하고 z 축에 평행 인 모선들로 되여있는 포 



물기둥면의 방정식이다. 


그림 1-62 
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문 제 

1. 방정식 ;c 2 +Z 2 =9 로 표시되는 기둥면을 그려라. 

2. 방정식 jc 2 +/ -8 jc + 6 j + 9 = 0 로 표시되는 기둥면을 그려라. 

3. 방정식 < +ᅪ = 1로 표시되는 기둥면을 그려라. 

公 c 

4. 방정식 J 2 =4 jc 로 표시되는 기둥면을 그려라. 

5. 방정식 즈 1 -Z = 1 로 표시되는 기둥면을 그려라. 

9 4 

6. 방정식 ; c 2 = 2로 표시되는 기둥면을 그려라. 

련습 문제 _ 

1. 중심이 A (4, 1, -1) 이고 점 B ( l , 0, 3) 을 지나는 구면의 방정식을 구하여라. 

2 . 방정식 이 다음과 같은 구면의 중심과 반경을 구하여 라. 

1) ( jc -3) 2 +( j ； + 10) 2 +( z - ll ) 2 =49 

2) (x +1) 2 + y 2 + (z - 5) 2 = 40 

3. 두 구면 

x 2 + y 2 + z 2 - 2 x - 4 z - 4 = 0 
x 2 + y 2 + z 2 - 6 j - 8 z - 24 = 0 
의 중심사이의 거리와 중심선의 방정식을 구하여라. 

4. 구면 ( jc -1) 2 +(7 + 1) 2 +( z -4) 2 =49 와 직선 즈土으 = 2=1 = 三土^ 의 사귐점 
을 구하여 라. 

5. 방정식 /( x , z ) = 0 은 어떤 도형의 방정식인가를 밝히고 다음 기둥면들을 그려라. 

1) 2 x + 5 z - 10 = 0 

2 2 

2) 그느-느 = 1 

9 4 

6. 점 A (2, -1, 4) 로부터 구면 ( jc -2) 2 +(3；-3) 2 +( z -7) 2 =9 까지의 거리를 구하 
여라. 
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복습 문제 

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■變 



1. 평행4변형 ABCD 에서 A (- 3, 5)， B (4, 0), C (2, - 7) 일 때 

1) 점 D 및 두 대각선의 사귐점 모의 자리표를 구하여 라. 

2) 대각선의 길이를 구하여라. 

3) 두 대각선사이의 각을 구하여라. 

2. 3각형 ABC 의 무게중심을 G , 평면의 임의의 점을 모로 표시할 때 다음 식이 
성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 


1) PG = 


(PA + PB + PC) 



2) GA + GB + GC = 0 


3. 자리표평면에서 자리표가 (-3, 2) 인 점 A 에서 점 M (4, -8), N (2, -1) 을 
바라보는 각을 구하여 라. 

4. 자리표평면에 세 정점이 A ( l , 3), B (2, 1), C (10, 5) 인 3각형이 있다. 이 
3각형은 직3각형인가? 

5. 다음과 같은 직선의 방정식을 벡토르방정식，방향벡토르에 의한 방정식，법선벡토 
르에 의한 방정식，방향곁수에 의한 방정식으로 고치고 그림을 그려라. 

1) x + 3 j -5 = 0 2) 3 x -2 y = 0 

3) 2 y -7 = 0 4) 3 x + 5 = 0 

6. 두 직선 先 x:_3；-9 = 0，2: v : + 3 ； + 5 = 0 이 평 행 또는 수직 이 되게 소의 값을 


구하여 라. 


7. 직선 (2 m - 자 + l ): rKm + 자+2)3가4자-5 = 0이 y 죽에 평행이면서 x 죽과 점 A (2, 0) 에서 사 
귀도록 m ， 자의 값을 정하여라. 그리고 이때 이 직선의 방정식을 구하여라. 

8. 직선 d + 4 j -2 = 0 과 2义-5기 + 公 = 0 은 점 A ( l , m ) 에서 수직으로 사권다. 


a , b , m 을 구하여 라. 


57 
















9. 다음과 같은 도형의 방정식을 구하여 라. 

1) 중심이 (3, -2) 이고 반경이 7인 원의 방정식 

2) a=^，b = 4 조 인 타원의 보조변수방정식 

3) c =5, 점근선이 少 인 쌍곡선 

3 

4) ，=10, x 축에 관해서 대칭이고 ;;축의 왼쪽에 있는 포물선 

10. 축에 관하여 대칭이고 직선 jc + j ；=0 과 원 jc 2 + y 2 +8 y = l 의 사귐점을 지나는 
포물선의 방정식을 구하여라. 

11. 직선 jc + a / I 少 -m = 0 과 jc 2 +7 2 =1 은 1사분구안의 서로 다른 두 점에서 사권다 
면 m 의 값범위를 구하여라. 

12. 타원 + = 1 과 一—— + —— = 1(足 <9)에서 긴죽，초점，준선，리심률에 

25 9 15 -k 9 -k 

서 서로 같은것은 무엇인가? 

13. 쌍곡선 -一- ᅀ = 1 과 공통점근선을 가지며 점 (-3, 2七)을 지나는 쌍곡선의 

9 16 

방정식을 구하여라. 

14. 평면의 세 점 ( x 19 y x ), ( x 2 , y 2 ), ( x 3 , j 3 ) 이 한 직선에 놓이면 행렬식 

1 사 기 

1 x 2 少 2 

1 x 3 此 

의 값은 어떻게 되겠는가? 

15. 벡토르 a = {-3, 2, 4} 와 점 A ( l , 0, _2)， B ( m , -4, 사)를 맺는 벡토르가 공선 
이라는것을 알고 m ， n 을 구하여 라. 

16. a = {4, -3, 1}, 니1, 0, -2}, c = {5, 1,3}, d = {-l 9 2, 6} 일 때 다음 벡 
토르를 구하여라. 

1) a - b + 2 c - d 2) 3 (a +/?)-4 (c - 以) 3) 5 a + 4 Z ? + 3 c + 2 d 

17. a =3, 6=4 이고* a 6 =즈 일 때 (。-2지.(성 + 3지를 구하여라. 
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18. a = { O f 0， -2}， 융: {9, -7, 5}， c = {3， 1， 2} 일 때 벡토르 3 a -2 b + 52 
의 길이를 구하여라. 

19. 점 M (- l , 5, 4) 을 지나며 직선 즈# = ¥ = 즈# 에 수직인 평면의 방정식을 

3 5 — 2 

구하여 라. 

20. 두 평면 2'-3 j + 5 z -6 = 0 과 jc + 5 j -7 z + 10 = 0 의 사귐선의 방향벡토르에 의 
한 방정식을 구하여라. 

21. 점 A (9, 0, 5), B (- l , 4, 1) 이 주어졌다. 선분 AB 를 수직2등분하는 평면의 방 
정식을 구하여라. 

22. 구면 (jc + 2) 2 +(y-2) 2 +(z + 9) 2 =49 와 직선 

2x + 4y - z - 7 = 0 

< 

5x 一 3y + 2z + 1 — 0 

의 사귐점을 구하여라. 



는 표준도형들이다. 


이와는 달리 해안선，강줄기，벌의 분포，산출기겉면 등은 자연도형으 
로서 그 차원을 고찰하면 비옹근수자원을 가지는것이 대부분이다. 

선분，원둘레，절선 등은 1차원도형이고 아마존강줄기와 갈은 도형은 
곡선형태이지만 비 옹근수자원을 가진다는것이 알려 졌 다. 

이려한 표준도형이 아 y 자연도형을 프락탈도형이라고 부론다. 

프락탈이라는 용어는 1975년에 라린어 《 fractus 》( 〈부스려뜨리다〉 
또는〈절반으로 가르다〉 ) 에서 생겼는데 원유탐사과정에 원유의 분포도를 


확정하는 문제를 연구하면서 새로운 수학분야로 프락탈기하학이 창시되였 
다. 자연현상은 그 자제의 고유한 성질로 각이한 형태로 묘사되는데 그것 
을 기하학적으로 고찰하는 분야가 바로 프락탈기하학이다. 

21세기에 들어오면서 비선형수학이 수학의 주류로 되면서 프락탈기하 
학은 카오스，웨이불레트와 함께 현대응용수학의 3대분야로 되였다. 
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계 2 장. 모香4과 그 4용 



수렬의 극한 
함수의 극한과 련속 
도 함수 

여러가지 함수의 도함수 
도함수의 응용 
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제 1 절. 수렬외 극한 


1. 수릴의 수렴과 발산 




: 다음 수렬들에서 마디의 번호가 끝없이 커질 때 매 마디가 어떻게 변하 
는가를 알아보아라. 



2 3 n 

2) 2，4，6，…，2穴，… 


3) 3，-3，3，-3, … 

첫째 수렬에서와 같이 마디의 번호 ^이 끝없이 커질때 마디의 값이 일정한 수 
로 얼마든지 가까와가는 수렬의 변화를 나타내기 위하여 수렴한다는 개 념을 받아 
들인다. 

수렬 (仏)에서 마디의 번호 «이 끝없이 커질 때 …이 일정한 
수 «로 얼마든지 가까와가면 수렬 (시은 수 «로 수렴한다고 
말하고 다음과 같이 표시한다. 

lim a n = a 또는 a n a{n -누 oo) 

n^>cc 

그리고 수 « 를 수렬 ( « n ) 의 극한이라고 부른다. 


■) 1) 


2 ) 


lim — = 0 

n^>cc 

n + \ 
a ， 


n 


n 


일 때 a n 


1+ 丄 이 므로 

n 


1+1, 1+-, 1+-, …， 1+ 丄，… 

2 3 n 


은 m 이 끝없이 커질 때 얼마든지 1 에 가까와간다. 즉 


n 


lim 

n^>oo 穴 


3) a w = c(c 는 상수) 일 때 n = l , 2，3,… 이면 c , c , c , ••• 이므로 


lima 


c 
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앞에서 본 둘째 수렬 (2시에서와 같이 n 이 끝없이 커질 때 마디의 값이 얼마 
든지 커지면 수렬은 무한대로 발산한다고 말한다. 

또한 셋째 수렬( (-유 1 3) 에서 와 같이 마디 가 몇개의 값을 차례 로 되풀이하여 
잠으면서 일정한 수로 가까와가지 않으면 수렬은 발산(진동)한다고 말한다. 


문 제 


1. 다음 수렬가운데서 수렴하는 수렬을 갈라내 고 그 극한이 얼마인가를 말하여 라. 


1 ) 1 , 


2 


•> 


4, 



2) 2，2，2，… 


1 2 

3) — ， — , — , …，一으 一 ，… 4) 1，4，9，16，… 

234 n +\ 

2. 다음 수렬 가운데 서 수렴하는 수렬 과 발산하는 수렬 을 갈라내 여 라. 

1) 5， 3， 1， -1， … ， 7-2穴， … 

2) 0.9，0.99，0.999，… 


3) sin — , sin ^ - , sin — 行, sin 2^ 

2 2 

4) 3, -9, 27, -81, … 


5) 4, l+ f ， 



i +(- i ” 


n 

n + \ 


2. 수릴의 극한계산 

수렬의 극한에 관한 다음 기본성질을 쓰면 수렬의 극한계산을 쉽게 할수 있다. 


LQ 


_ b 公 

수렬의 극한의 기본성질 

수렬 (O, 이 수림하면 

(1) lim ca^ = clima^ 야는 상수 ) 

n^>co n」yy) 


(2) lim (次 ᄍ +b n ) = lim a n + lim b n 

>oo «—>oo n^>co 

(3) Hma n b n = lim a ᄍ \imb n 

n —>00 刀一 >00 穴一 >00 
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성질 (2)，(3)은 3개이상의 수렬에 대해서도 성립한다. 

(2) r ± ± • • • ± L J = lima w + lim b n ± • • • ± lim L n 

n^>co n^>co n」> 띠 '' 

(3) ’ L «) = lim 〜 1 im b n： -\\m L n 

n^>co n」>co n—cO n n^>co 


례 1 J )1) lim (5 


2 ， - - 2 

穴나 oo yi n 」 >(x) n^>co yi 


lim 5 + lim = 5 + lim — • lim — = 5 + 0.0 

«—>oo n^co 


2) lim 


n 구 ■ 次 > 


+ _ 네 

ᄍ A n ) 


lim(l + 丄) . lim (2 + —) 

n 지우 00 n 


n^co 




lim 1 + lim — • lim 2 + 2 lim 

n^>co n^>co 가 J \^n^co n^co 가 j 

(l + 0)(2 + 2.0) = 2 


In 1 + n +1 
00 3 n 2 +2^ + 3 


례 2 、〉 lim 

--- z 穴나 00 


lim 

n^>cc 


2 + - + 
n n 

7^ 一 ' 

3 + - + - 
n n 


2 


lim 

n 」 r 지 


2 + - + 


n n 


2 


2 


2 


lim 

«—>00 


+ 느 


n n 


2 


UT 


제 


1. 다음 극한을 구하여라. 


1) lim 


2자 +1 


n^co 


n 


2 ) 


lim 

n^>co 


4 


2 n -1 


2 


n+\ 


穴 2 - 1 


3) lim 


n^>co 


n 


2 


2. 다음 극한을 계산하여 라. 
1) lim 2 


3) lim 


n ， n{n +1) 

자 + 3 


oo 여 +1)(^ + 2) 


4) 


lim 

n^>co 


{In - 3) 


2 


n 


2 


2) lim 


3n + 2 


너 00 2 n 2 +1 


4) lim 


n^>co 


(n +1)( 穴 + 2 ){n + 3) 

3 가 3 +2 




례 3) limO + 1 - V 노)을 구하여 라. 

——-__ n^co ' 7 


(풀이) 이 경우에는 차의 극한에 관한 성질을 직접 쓸수 없으므로 다음과 같이 
고쳐서 계산한다. 
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[jn + 1 

~4n\ 

\!n + \ 

+ 4n] 

( 

、ln + ]， 




= lim 

«—>oo 


n + \-n 
■yj Tl 



= lim 

n^>co 


4 n 




HMO limV 을 구하여 라. 

--- Z 穴一>的 


(풀이) 1) 公 <1 일 때 


q >\ q 2 >\ q 3 > • - >\ q U > 이고 "이 끝없이 커질때 (广 은 얼마든 

지 0에 가까와간다. 그러므로 

lim q n = 0 

n 나 co 

2) " 〉1일 때 





2 


q 

< 

q 

< 

q 


I n 

< ••• < q < ... 


이고 n 이 끝없이 커질 때 |우「은 얼마든지 커진다. 그러므로 ( q n ) 은 

무한대로 발산한다. 이것을 다음과 같이 쓰기로 한다. 

lim q n =oo 

>00 

3) q=l 일 때 

lim q n = lim \ n — lim 1 = 1 

n^>co n 나 go n—^cc 


4) q=~l 일 때 

，= (-1)«이 므로 삽아은 진동한다. 


1다 리•乂] 


LQ 


0 , 


q <1 m 때 



X - J 


q = l m 때 
q\>l 일 때 
q = 一1일 때 




64 
























































문 저 


다음 극한을 계산하여 라. 



2. 다음 극한을 계산하여 라. 


1) 


2-2 
lim - 

«— >00 2 + 5 


n 


n 


3) 


l n _ l - d n 
lim - 

，次) i _ 석/’ 


2 ) lim -\[n n +1 _ 

穴 ^ ■00 \ 



2 ) 

4) 


r r 

lim - 

«— >00 은 n _ ] 


lim 


rn 

n In 



- tan —— 

>00 



n 


3. 무한같은비합렬 


첫 째 마디 가 a{a ^ 0) , 공통비 가《(公 농 0) 인 무한같은비 수렬 

a, aq, aq 2 、 … ， aq n ~\ … 

에 대 하여 매 개 마디 를 더 하기기 호로 이 어 놓은 

a + aq + aq 1 H - h aq n ~ l H — 

을 무한같은비합렬이 라고 부론다. 

그리 고 처 음 n 개의 마디의 합 

S" = a + aq + aq 2 H - h aq n ~ l 

을 m 째부분합 이라고 부론다. 

S w 에서 n = l , 2，3，… 라고 하면 수렬 ( S ᄍ)이 얻어 진다. 

부분합들로 이 루어 진 수렬 ( S 。) 이 수렴하면 무한같은비합렬 은 수렴한다고 말하고 
극한 


limS n = S 

n—>G。 

를 그 합이 라고 부른다. 

그리 고 이것을 다음과 같이 표시 한다. 


S = a -\- aq - 1- aq n ~ l H — 또는 S = ^ aq n 1 

n=\ 


같은비 수렬 의 합의 공식 을 쓰면 


n 


S 


a 


a 


n 


a - aq 


l-q l-q l-q 


O : 싶네), S w = na(q = 1) 


그런데 g <1 일 때 lim ，=0 


n^co 


기 일 때 ( q n ) 은 발산하므로 


公 
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" <1 일 때 limS " =- 

oo l — g 

끼之1일 때 、은 발산 

이 리하여 무한같은비합렬 은 ^ <1일 때 만 수렴 하고 그 합은 一^ 와 같다. 

1- 公 

g >1일 때 는 발산한다. 




C ) 

X 

00 

▽ n-l 

乞 公公 = < 

n =\ 

a 

- -， 公 <1 

1- 公 

발 산, q >\ 

J 





례 1 ) 다음 무한같은비합렬의 합을 구하여 라. 


1) 1 H -1- 卜 ... 

2 4 


(를이) : 0 비， 자이므로 


2 ) 


U + 느丄 + 

3 9 27 


S 


2 


1- 


2 


2) a = 1, q = -一 이 므로 


S 


1_(_궁) 1 + 


4 




무한같은비합렬 의 합공식 을 쓰면 순환소수를 쉽 게 분수로 고칠수 있 다. 


ai 2 ) 다음 순환소 
1) 0.(7) 


S 


S 


분수로 고쳐 라. 

2) 0.4(23) 


(■) 1) 0. (7)=0. 777".=0. 7+0.07+0. 007+."= 
이것은 


7 7 


7 


10 10 2 10 


+ 


a 


10 


公 


10 


인 무한같은비합렬 의 합이다. 결과 
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0.(7) 


1_ 

10 




4 23 23 

2) 0.4(23) = 0.4 + 0.023 + 0.00023 + ... = — + — + — + •.• 

10 10 3 10 5 

둘째 마디 로부터 a = ^ r , g = ᅩ인 무한같은비합렬 을 이 룬다. 

10 3 10 2 

I 다라써 


0.4(23) 


4 

-卜 

10 


_23 

10 3 



419 

990 


문 제 

1. 다음 합을 구하여 라. 

00 00 

1) ^0.2^ 2) I” 

k = 公 n-\ 

2. 다음 순환소수를 분수로 고쳐 라. 

1) - 3. (27) 2) 1.2(12) 


00 

3) Z 


n=0 



I 0 n 


련습 문제 


1 . 다음 수렬 가운데 서 수렴 하는 수렬 을 갈라내 고 그 극한을 구하여 라. 


D 1 1，9 


• • • 


n 


2 


2) 1， 


(- 1 ) 


n+l 


， ᅭ， . 5 


4 


n 


3) 


2 


2 3 _ 3 

~ •> ~ •> ~ 

1 2 2 


n 


n 


n 


n 


2. 다음 수렬 가운데 서 수렴하는 수렬 을 갈라내 고 그 극한을 구하여 라. 


1) 


f In 、 

、穴 + 1 


2 ) 


n 


\ + n 


2 


3) 


n 


2 


n + l 


4) 


1 + (- 1 ) 


n+l 


V 


n 


J 
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3. 다음 조건을 만족시키 는 수렬의 실례 를 하나씩 들어 라. 

1) 次 „< 久 <1 이면서 lim (孔 = lim 久 =1 인 수렬 (公") 과 ( b n ) 

' ' n^>co n^>co 

2) (니은 발산하지만 lim (삭) = 1 인 수렬 ( a n ) 

n^>co 


4. 다음 극한계산에서 무엇이 잘못되였는가? 그 까닭을 말하여 라. 

4 + 2 w lim (4 + 2 w ) 。。 

1) \ im ( n 2 — 3 n ) = lim n 2 — lim 3 n = 0 2) lim - = - = —— 

n^co n^>co n^>co 3 n lim 3 w oo 

«—>oo 


3) lim 


1 + 2 + ". + 자 


2 


n 


n^cc 


n 


lim — + lim 一 —- 卜 lim 一 = 0 + 0h - 卜 1 = 1 

n^co n^co 가 n^>cc ^ 


5. 다음의 극한을 구하여 라. 


n 2 - 2 자 + 3 


1) lim 


00 - 3 n 


2 


2) lim 


«—>oo 


l-n 
2 + -yfri 


穴 2 +1 


3) lim 


穴- 


>o ° 3 n - 2 


4) lim 


5 + 3 


n 


«—>00 2 


2n 


5) lim 


smn 


6) lim 


n 


+ 3 - 、ln + 2 


«—>oo 


n 


、"2 + l - 4n 


7) lim 


n i 

a -1 


00 a — l 
f ^ 


( 次〉 0, 幻나 1) 


8) lim 


l 2 +2 2 + •••十자 


2 


«—>00 


n 


9) lim 


«—>oo 


L 2 + 2^3 


— — • • • — — 


n-(n + l ) 


10) lim 


«—>00 


2 


2 2 


— — • • • — — 


n 


\n n 


n 


2 


6. 다음 합을 구하여 라. 


00 f 

1) z 




n-\ 


2) [5.10 i 

n=l 


3) 1 + x + + + • • • (x < 1) 4) 1 — x + x 2 — + • • • (x < 1) 

7. 다음 합을 계산하여라. 

1) (々 + l ) + (々- l ) + ( W 조- 7) 十… 

2) “反- 1) + (2 -々 네 5 +... 

2 

3) (0.2 + 0.035) + (0.002 + 0.00035) + ••• 


8. 점화식으로 주어진 다음 수렬의 극한을 구하여라. 

1) a x = 4, a n+l =2 + —a n 2) a x = 5, a n+l = 3) a x — 1, a n+l — a n = 

9. 한 변이 a 인 바른 4 각형의 네 변들의 가운데점 을 맺어서 새 로운 바른4각형 을 얻 고 
또 이 바른4각형의 네 변의 가운데점을 맺는다. 이러한 과정을 계속해나갈 때 
얻 어지는 바른4각형들의 면적의 합，둘레의 합을 구하여 라. (그림 2-1) 
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A 


a 


그림 2-1 



그림 2-2 


10. 직 3 각형 ABC 의 직각의 정점 B 에서 빗변 AC 에 내린 수직선의 밑점을 Di , 

에서 변 AB 에 내 린 수직선의 밑점을 D 2 ， D 2 에서 AC 에 내 린 수직선의 밑점을 

D 3 이 라고 한다. 이 런 과정 을 끝없 이 계 속해 나갈 때 합 

BD| + D|D 0 + D2D3 +••• 

을 구하여 라. 여기서 AB = c ， BC = a ， AC 마 이다. (그림 2-2) 

11. 다음 순환소수를 분수로 고쳐라. 

1) 1.(7) 2) 0.(234) 3) 0.4(12) 4) 3.42(23) 



제 2 절. 함수의 극한과 련속 


1. 함수의 극한 

과학과 기술에서는 수렬의 경우와 비슷하게 변수 x 가 일정한 값에 끝없이 
가까와갈 때 함수값의 변화상태를 고찰할 경우가 많다. 


일정한 압력밑에서 물체의 온도를 점점 낮추어 그것이 -27,0 로 가까와가 
면 물체의 분자들의 운동은 정지상태 에 가까와간다. 


함수 /(지 = 즈^1은 티1에서 뜻 ■§ 

x-1 

가지지 않지 만 1이 아닌 모든 X 의 값 
에서는 


/0) = 


(x — l)(x + 1) 

X 一 1 


= X + 1 


이므로 변수 X 가 1에 끝없이 가까와 
갈 때 m 는 얼마든지 2에 가까와 
간다. (그림 2-3) 
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변수 X 가 1에 가까와가는 방법 에 는 여 러 가지 가 있다. 1보다 큰 값을 잡으면서 
갈수도 있고 작은 값을 잠으면서 갈수도 있다. 또한 1보다 큰 값과 작은 값을 
차례 로 잡으면서 갈수도 있다. 아무런 방법 으로나 X 가 1에 가까와가도 함수는 
얼마든지 2에 가까와간다. 이때 수렬의 경우와 비슷하게 함수 / O 0 는 X 가 1에 
끊임없이 가까와갈 때 /(지는 2에 《수렴한다》고 말하게 된다. 

함수 / Gc ) 가 점 ^ 의 중분히 가까운데서 늘 뜻을 가진다고 하자. 


함수 / U) 에서 변수 JC 가 늘 '共«이면서 아무런 방법으로나 수 «에 끝없이 
가까와가도 함수 / (JC) 의 값이 일정한 수 A 로 얼마든지 가까와가면 함수 / (A：) 
는 JC 가 a 로 가까와갈 때 수 A 로 수렴한다고 말하고 다음과 같이 표시한다. 

lim f (x) = A f{x) — A (x—>a) 

x^a 

그리고 수 A 를 a 일 때 /(시의 극한이라고 부른다. 


례 1，2 를 극한기 호를 써 서 표시 하면 

x 2 _i 

lim v = 0 ， lim -= 2 

T+273 네 x-1 


우 a 일 때 함수 /(지 가 극한을 안가지 면 
함수 /( X ) 는 —a 일 때 발산한다고 말한다. 



그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이 


(a 


lime = c ( c 는 상수 ) 

x^a 

limx = 公 
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n : 


제 


1. 다음 함수의 극한을 구하여 라. 


1 ) lim (5 - x ) 

x ―>2 


2. 함수 f ( x ) 


2) lim 


5 x +1 


x — 놋 - 


- 1 3 x 


3) lim 0.2' 

x — 2 


4) lim cos — 

x—i 2 


2 


x +1 


에서 변수 X 가 x^-l 이면서 -1 에 가까와갈 때 함수값의 


변화를 살펴보아라. 함수값이 일정한 수로〈〈수렴한다〉〉고 말할수 있는가? 


. 다음 극한이 있는가? 


1) lim 


ᄌ —- 2 (x + 2) 


2 


X + 1 

2) !쀼지 


3) lim sin — 

너 0 x 


4) lim cos 


x^a 


x-a 


4. 그림 2-6 에서와 같이 주어진 함수의 점 以에서의 함수의 극한을 정하여라. 
극한을 안가지면 왜 안가지 는가를 말하여 라. 






그림 2-6 


(지시) lim /(지 (왼쪽극한)， lim /(지 ( 오른쪽극한) 이 있는가를 밝히 고 그것 

좌公 좌公 

(x<a) {x>a) 

이 일치하는가를 따지면 된다. 


71 






















2. 함수의 극한계산 

함수의 극한에 관한 다음 기본산법성질을 쓰면 극한계산을 쉽게 할수 있다. 


LQ 




함수의 극한의 기본성질 


义 — a 일 때 f { x ) , g (') 가 수림 하면 

(1) lim cf ( x ) = c lim / ( x ) ( c 는 상수) 

좌公 좌公 

(2) lim [/ ( x ) 土 g ( x )] = lim f ( x ) 土 limg ( x ) 

좌公 좌公 좌公 


(3) lim [/ ( x ) • g ( x )] = lim f ( x ) • limg ( x ) 

좌公 좌公 좌公 


⑷ 


lim 

x^-a 


/o) 

gO ) 


lim / O ) 

■ X — 公 _ 

limg ( x ) 

x 나 a 


( gO ) 半 0 , limg ( x ) 半 oj 

농 d 



성질 (2), (3) 은 3 개이상의 함수에 대해서도 성립한다. 


(2) ， lim [/ ( x ) 土 g ( x ) 土 • • • 土 L ( x )] = lim f ( x ) 土 limg ( x ) 土 • • • 土 lim L ( x ) 


좌公 좌公 좌次 좌公 

(3) ’ lim [/ ( x ) • g ( x ). L ( x )] = lim /( x )- limg ( x ). lim L ( x ) 

x —> a 좌公 좌公 좌次 


례 1) lim (3 x + 2) = Iim 3 x + lim 2 = 31 imx + 2 = 3.1 + 2 = 5 

X —>1 X —>1 X — X —>1 

2) limx 2 = limx-x = limx-limx = (limxP = 2 2 = 4 

x — >2 x ― >2 x ―>2 x —>2 x —>2 


일반적으로 





어 

f x 

limx n = 

x— 

--( limx ] 1 







례 게 1) lim (2 x 2 + 3 x + 5) = 21 imx 2 + 31 imx + lim 5 = 2 • 2 2 + 3.2 + 5 = 19 

- x —^2 x —^2 x —^2 x —^2 

2) lim (3 x + l )( x 2 - 2 x + 1) = lim (3 x +1) • lim ( x 2 - 2 x +1) 

JC—-2 、 7 JC—-2 X—-2 

= [3 • (-2) + 1] • [(-2) 2 - 2(-2) + 1] = -5 • 9 = -45 
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/( JC ) 가 JC 에 관한 옹근식 오 

.로 표시된 함수이면 

lim f ( x ) 

= /( 次) 

x^a 



례 3 J 다음 극한을 구하여 라. 

x + 2 


+ x _ 2 


1) lim 


3 x ^ — 1 


2) lim 


X —>1 


X 


2 


2 x 一 3 


(풀이) 1) lim(x + 2) =1+2=3 

x —>1 


lim (3 x 2 -1) = 3-1 2 -1 = 2^0 이므로 

네 


x + 2 


lim(x + 2) 

X —>1 

2 " 


lim - 오 

네 2 -1 lim(3 났 -1) 2 

X —>1 


2) lim ( x 2 + x — 2) — 0， lim ( x 2 + 2 x — 3) — 0 

x ―>1 x ―>1 


이므로 성질 (4) 를 직접 쓸수 없다. 

이 경 우에 x _ l 굳 0 이 므로 다음과 같이 고쳐 서 계 산한다. 


ᅭ " j 


= lim 

x ―>1 


(x + 2)(x _ 1) 
(x + 3 )(x — 1) 


= lim 

x —>1 


x + 2 
x + 3 


lim (ᄌ + 2) 

x —>1 



lim(x + 3) 4 

x— >1 


례 才 ) lim . =- 을 구하여 라. 

- ^° Vx + l-l 

(풀이) 이 경우에는 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 성질 (4) 를 직접 쓸수 
없다. 

1 . x(、、J x +1 +1) 

lim - 

너 o x 


lim 

x —>0 


X 


X +1 - 1 


lim 

x ―>0 


xlV X + 1 + 1 j 

’X +1 1 j|Vx + 1 +1 


= lim(vx + l +1) = 2 

x — >0 

례 5、) limxsin 丄을 구하여 라. 

-’ 너 o x 

(풀이) 义 우0일 때 sini 이 극한을 안가지 므로 함수의 극한에 관한 성 질을 쓸수 

x 


없다. 
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이므로 


이 경우에 


1 一 ~ 


sm — 
x 


<1이 라는것 을 고려하여 다음과 같이 계 산한다. 


xsm — 
x 


x 


sm 


x 


< 


x 



乂 • 1 乂 


X 

< x sm — < 

X 


X 



— x —0, x — 0 (x —> 0) 


limxsin — = 0 

그'— 0 x 


HT 


제 


. 다음 극한을 구하여 라. 


1) lim(2x 2 - 3x + 1) 

X —>1 


3) lim 


x + 2 


네 x 2 — 2 


2. 다음 극한을 구하여 라. 


一 5x + 6 


1) lim 


3 x 2 -9 


3) 논숯그 


5) lim 

X — 


^sj\ + X —、/1 — 


X 


X 


. 다음 극한을 구하여 라. 


、 1 . V x 2 — 2 x + 2—1 1 

3) lim - cos - 

X — 1 X — 1 


4. 다음 함수의 극한이 있는가? 


1) lim X 

너 0 x 


2) lim cos — 

너 0 x 


2 ) lim(x - l)(x + 2) 2 

X —>1 

4) lim 2x2 ~ X ~ 3 

너 -3 X + 1 


2) lim— -- 

义—1 x 一 1 


4) lim 스三굳 

너 0 x 


6) lim 구三 I- 2 

너 1 V 2- X -1 


2) limx 2 lg -( x -3) 

JC— 4 " 、 


, \ 1 . x、J 4 — x 
4) lim - - 

너 o . 1 

2 + sm — 
x 


3) lim arctan - 

义 — i 1 一 x 
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3. 두 특수극한 

1) x ->0 일 때 ᄅ의 극한 

x 

그림 2-7 과 그림 2-8 에서 쉽게 알수 있는바와 같이 


limcosx = 1， 



그림 2-7 


lim sin x = 0 


J" 

\ 小 

，， 

、、 v=sinx 


一， t 

0 — 

표、、 

X 


그림 2-8 


i 나 0 일 때 


smx 


x 


의 분자와 분모의 극한이 다 0이므로 상의 극한에 관한 성질 


을 쓸수 없다. 그러므로 다음과 같은 방법으로 계산한다. 


n 


ᄋ 르 

기 一 s 


먼 저 0<; c < — 이 면서 JC 우 0 인 경 

2 

을 그리고 중심각이 x 인 활등 AB 를 잡자. 


적을 비교하면 

s AA0B <s 부체형 0 A b<s AA0T 


그런데 CB = sinx , AT = tanx , S 


AAOB 


2 


S 부체 형 OAB _ S 


AAOT 


— taru : 이 므로 
2 



T 


A 


— siruc < — — tanx 

2 2 2 


sin x > 0 


0 < x < 


n 

~1 


이므로 


. x I 
1 < - < - 

sinx cosx 


smx 

> - > cosx 

X 


그런데 liml 




lim cos x 

x — >0 


1 이므로 
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smx 


lim 

너 0 x 


이번에 


TT 


n 


2 


<; c <0 이면서 ;c 우 0 인 경 


ᄋ 르 

一 r ᄅ 


보자. 


이 경 우에 义 =-사(시〉 0) 이 라고 놓으면 

f _ \ 

x —、0 


--<x<0 

〈그 X, — 

->0 

0<x <- 

2 

丄 


i2 


이므로 


sinx sin(-x) -sinx 

lim - = lim -- = lim - 느 


lim 


sm x 


X ―>0 


X 


Xy ―>0 — 


X 1 


X 1 나 0 -Xj 자나 0 Xj 


°1 ᅪ여 



안같기식 l < i < l 로부터 

sin x cos x 


x 

lim— —— 

너 o sin x 


이 라는것도 곧 알수 있다. 

이 극한들을 씨서 삼각함수가 들어있는 일련의 함수의 극한을 쉽게 구할수 있다. 


31 O 1 ) lim 


^ = lim 3^ = 3 um s ^ = 3 1 = 3( ^ 3x) 

0 x 3x 나 0 t 


2 ) 

너 0 sin 2x 너 0 


( 5 sin 5 ᄌ 2x 


2 5x sin 2x 


2 ，hl= 2 


례 1)1) lim 

-’ JC—0 


tanx 


x 


lim 

x — >0 


smx 


i 


X cosx 


2 


smx 

lim - lim 

너 0 x 


1. 


시 1-cos ᄌ sm" x 

2) lim --—— = lim— - = lim 

너 0 x x ^° x (1 + cosx) 너 0 


너 0 cosx 

、 2 


smx 


x 


•lim - 

너 0 1 + cos x 


2 


2 2 


tjf 公、、 arcsmx 

31 3 J ) hm -를 구하여 라. 


x —>0 


X 


(풀이) arcsinx 라 라고 놓으면 义 = sin 호 이 고 
义 — 0 일 때 Z — 0 따라서 


.. arcsm x .. t 
lim -= lim - 

너 0 x 나 0 sin t 
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nr 


제 


1. 다음 극한을 구하여 라. 


1) lim 


sin 5 x 


2) lim 


2x 


sin (ᄌ - 



3) lim 


4) lim 


xsmx 


X 


—o 3x 


x ^° tan 3 x 


7T 

X ― > — 

3 


X _ 


7C 




너 0 1 — COS X 


2. 다음 극한을 구하여 라. 


1) lim 


x 


2 


x ^° 1 - cos X 


n 


cos ( - 6 x ) 

2) lim --- 


x —>0 


5 x 


3) lim(x - ) tanx 

71 9 

2 


3. 이 옳은가? 

녀 0 1 + X 


f 


X 


2) 义 나 o ◦ 일 때 


1 + - 
、 시 


의 극한 


변수 X 의 값이 끝없이 커지거나 작아질 때 이것을 X 나( X ) 로 표시하기로 한다. 


r 


X 


함수 


1 +— 

、 


의 값들은 다음 표에서와 같이 변한다. 


/ 1 \ r 

r 、丄 ᅮ 乂 

X 


X 



t - ， 

/ 1 Xr 

( 1 + — ) x 

V 기 " 

^ ■ 


n 厂 

I I L_ 

U . D 


겨 r\ 

I a 1 

III 

丄 \J 

-▲— 、乂 


■ • • ■■ - .1 *v ■ . 

厂 v i 

■ ■ I 

■ ■ I 

\J • 丄 

. . 

| ■할처 혈성할째 출초혹께 

A O 
V ) • ᅀ 


-1 

丄 


o 

V 

/ j 

:_5때;; y 유' ■ 


100 


고 _ _ _ 

1 000 

々7 ■수데，수? 1次 ,, 々데 .수데 ■수데 복7 V 

2 000 

1 정풍자冗즈장 ^정 근상연 ^ 강상^! ^ 설5중분자 물 근중꾼 하를 도스장 ’ 



5 000 

• • • 

■" . / 


1.009 6 
1.431 0 
1.732 0 
2.000 0 
2.250 0 
2.593 7 
2.704 8 

2.716 9 

2.717 6 

2.717 8 

2.718 0 


. 一 ‘) 

X 

懸醫樣최 屬 11 廣靈 1 

1 c \ 

一 I I I 

丄 

V 勞 S 效행券I效 i 敎향餘效 S 餘效 fi 寒效병탄 s 



-1 rmn 

一 1 UUU 


一 」) n n n 
z uuu 

3 000 

■寒擊聲寒®^寒濟 

000 

베 ，; 

[; 讀冷好 I 빠效‘食?: 薄：寒江 


一 


• • • 

s 後확惑寒念영寒■향惑錄療寒■寒:■答錄 
우 향별奪향錄■뺀寒 j 營惑速惑餘錄 j 營錄 

■: \ z ? yh , ，，■신，향 多고나*'쇼과, .，구」，향/!*리서 


4.000 0 
2.868 0 
2.732 0 
2.719 5 
2.718 9 
2.718 7 
2.718 5 
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f i y 

표를 보면 jc — oo 일 때 함수 1 +— 의 값이 일정한 수 2. 71… 에로 얼마든지 

V 시 

가까와간다는것을 알수 있다. 

이 극한을 글자 e 로 표시한다. 이 때 


Q 

X 



X 


lim 

= e 


x^oo 

l 시 

-j 




이 극한 e 를 우의 표에서와 같이 더 큰 값을 주면서 보다 정확히 계산해나가면 


다음과 같다. 


广 2. 718281828… 


수 e 는 수학자체에서뿐아니라 과학과 기술에서 널이 쓰이는 수의 하나로서 
무리수이 다. 

우의 극한을 씨서 일련의 극한을 쉽게 계산할수 있다. 


3( 으) 1) lim (l + x 


x —> 0 


lim 

t—>co 


+ - 


e(t = -) 
x 


2) lim 


( x Y 


1 + Xy 


lim 


x 


e 


i+ 


e 


x J 


3) lim(l + 2 x)x = lim (1 + 2 x)ix 


2 

_ i ᅭ 

= lim 

(1 + 0 7 

t — >0 


2 


e 2 (t = 2 x ) 


수 e 를 밑 수로 하는 로그 log e ;c 을 자연로그 라고 부르고 ln;c 로 표시한다. 

로그계산에서는 10을 밑수로 하는 상용로그가 쓰이지만 과학과 기술에서 리론 
을 전개해 나가는데 서 는 자연로그가 널 리 쓰인다. 

자연로그와 상용로그사이에는 다음과 같은 관계가 있다. 

__ Q 

lnN = lgN —— 

lge 


tc 



TT 


_ Q 

IgN = InN -Ige 
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1. 


2 . 


문 제 

다음 극한을 구하여 라. 

x 

( iV 

1) lim 1 + — 


x J 

다음 극한을 구하여 라. 
’2JC + 3Y" 1 


1) lim 


2x +1 


4. 함수외 련속성 


2 


2) lim(l - 3x) 




2 ) lim(l + tan x) 


cot ᄌ 


함수의 개념은 함수의 극한개념과 밀접한 관계를 가전다. 

함수 /0)가 점 a 와 이 점의 가까이에서 뜻을 가진다고 하자. 


lim/0) = /(a) 

ᄌ—公 

일 때 함수 /0)는 점 义대 에서 련속이라고 말 한다 . 


점 (2 에서 함수 / ( x ) 가 련속이 라는것은 변수 X 가 점 (2 로 가까이 갈 때 함수값 
/功가 바로 점 a 에 서 의 함수값 /( 비에 수렴 한다는것 을 의 미 한다. 

이것을 다른 각도에서 살펴보자. 

변수 x 가 점 a 와 다른 점 x 를 잡았을 때 차 x-a 를 점 a 에서 변수 X 의 증분이 라 
고 부르고 Ax ： ( 《델 타 JC 》) 로 표시 한다. 

Ax = x — a(Ax : 0) 

이때 x = a-\- Ax 

또한 변수 jc 의 증분 사 에 대응하는 함수값 /0 c ) 의 변화량 /여 + Ar ) -/ 0) 을 
점 a 에서의 함수 /功의 증분이 라고 부르고 Aj (〈〈델 타 기〉〉 ) 로 표시 한다. 

Ay =/(次+사) _ /(公) 


그런데 


lim f{x) = f {a) <=> lim (/ (x) - f (a)) = 0 <=> lim [/ [a + Ax) - f (a)] = 0 

좌公 좌公 Ax ᅪ0 


즈 
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이것은 점 a 에서 변수 X 가 조금 변하면 그에 따라 함수값/ U ) 도 조금 변한다는 
것을 보여준다. 



그림 2-10 에서 볼수 있는바와 같이 그라프가 끊어지지 않고 이어져있는 점에서 
는 Ax 를 령 으로 보낼 때 함수의 증분 Aj 가 령 으로 수렴하지 만 끊어 져 떨 어 진 점 

에서는 령 으로 수렴하지 않는다. 이 리하여 함수가 주어 진 점 에서 련속인가 아닌가 
하는것은 주어진 함수의 그라프가 직관적으로 그 점에서 끊어지지 않고 이어져있는 
가 끊어져 떨어져있는가 하는것을 나타낸다. 


례 1: ) /(시 = 3义 2 +义 는 점 :\:=3 에 서 련속이 다. 

사실 /(3) = 3.3 2 +3 = 30 

lim / O ) = lim (3 x 2 + jc ) = 3 • 3 2 + 3 = 30 이 므로 

x —>3 x ―>3 

lim /( x ) = /(3) 

x^3 


Z 1 

굽 r ^/(； c ) = i ^ 은 극한 lim /0) = 2 를 가지나 점 ; c=l 에서 뜻을 안가진다. 

x-l 네 

그러나 그 그라프는 점 M ( l , 2) 에서 름이 생겨 끊어져있다. 그러므로 
/(') 는 점 께에서 련속이 아니 다. (그림 2~11) 
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__ 3 

례 3) g ⑴ = -은 점 *^2 에 서 뜻을 가지 지 않을뿐아니 라 义 — 2 일 때 극한 

x — 2 

도 가지지 않는다. 그러 나 그 그라프는 점 x =2 에서 끊어져있다. 그러므로 
gU ) 는 점 x =2 에서 련속이 아니다. (그림 2~12) 




함수/ Oc ) 가 점 x = a 에서 련속이 아닐 때 점 a 를 함수戶] 불련속 점이라고 부른다. 

원래 함수 f { x ) A 점 a 에 서 련속이 라고 하면 련속의 정 의 자체 에 서 곧 알수 있는 

바와 같이 점 a 는 이 함수의 뜻구역에 들어야 한다. 그러나 우의 례 2，3에서 보는 
바와 같이 x = l , x =2 의 충분한 가까이 에서 함수가 정의되 여있고 이 점들에서 함수가 
름이 생겨 끊어져 있거 나 떨 어져있다면 비록 이 점 들에서 함수가 정의되 여있지 않아 
도 이 점 들을 불련속점 으로 보는것 이 자연스럽 다. 

앞으로 함수의 불련속점에 대해서 생각할 때는 비록 뜻구역에 안 들어도 우에서 
와 같은 점을 생각하기로 한다. 

함수 / U ) 가 주어진 구간의 매개 점에서 련속이면 함수 / U ) 는 그 구간에서 련속 
이 라고 말한다. 

함수 /D 가 닫긴 구간 [이 6] 에 서 련속이 라고 할 때 왼쪽끝점 a 에 서 는 

lim f(x) = f(a) (오른쪽련 속) 

x」>a 

(a<x) 

오른쪽끝점 6에서는 

\imf(x) = f(b) (왼쪽련속) 

x」>，b 

(x<b) 

에서 그 련속성을 리해한다. 

우리가 늘 다루고있는 함수들인 

少 = X”, y = sin x , y = cosx, y = tanx, y - a x , y = log^x 

등은 다 그것들이 정의된 구간에서 련속이다. 

이것들의 그라프를 보면 직관적으로 그것이 련속이 라는것을 곧 알수 있다. 
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그림 2-14 





문 제 

1. 독립 변수의 증분은 늘 령 이 아니 다. 그러 나 함수의 증분은 령 이 될수 있다. 그러한 
실례를 들어보아라. 

2. = lim / O ) = /( a ) 는 어떻게 다른가? 

좌公 좌公 ' 
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3. /(>) = 丄은 점 厂0 을 떼놓은 모든 점에서 련속이다. 그것을 밝히여라. 

x 

4. 다음 함수들은 어데서 련속이고 어데서 불련속인가? 


1) 



一 2 x + 5 



3) y = cotx 


2 ) 



x 2 -4 
x — 2 


4) j ； 


x 


x 


련습 문제 


1. 다음 함수들의 극한을 구하여 라. 


1) lim 3 x 2 (x - 2) 

2) 

lim 



X ― 

3) lim— - 

네 x 2 +3 x -4 

4) 

lim 

x ― ^2 

「、 cosx 

5) lim - 

3 - x 

6) 

lim 

X ― >1 


2 


x 2 + 3x 
2x + l 

一 5x + 6 
— 12 x + 20 

、! x - ' -l 

、l x _누 3 +1 


2. 다음 함수들의 극한을 구하여 라. 


. N sin mx 
1) lim - 

너 0 sinnx 


3) 


sin 2 3 x 
lim --- 

너 o x 2 


5) 


lim sin 2 6 — 

나 


tan 6。 
cos6^ j 


3. 다음 함수들의 극한을 구하여 라. 


1) 

3) 


lim 



x —>5 


X 


2 


lim 

너 2 3 x 


x 一 5 

+ 3 x 一 10 
2 - 5 x - 2 


2 ) 


lim 


x 


ᄌ — >0 JC 

tan — 
2 


4) 


1 -cos 分 

lim - 

6 나 0 分 sin 分 



lim 

n 

x — > — 


sin 3 x 
l -2 cosx 


3 x ^ 2 시 + x 


2) lim 

x — >0 


4) lim 

h 나 0 


5 x 

iy + h) 2 - y 2 


h 
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5) 


lim 

x — >3 


、l x ' — 2 

x 6 — 3 


4. 다음 함수들의 극한을 구하여 라. 


6 ) 


lim 

x ―>2 


x _ *vx + 2 
、J 4 x +1 — 3 


1) 


lim 1 

x^oo . 


2^ 

X j 


2 ) 



lim 1 + 

x^oo . 



4) lim(l — x) x 

x^O 


5) lim (tan x) tan2x 

n 

x —、— 

4 


5. MO(a,0)(a 〉 0) 은 일정한 점이고 점 

MU , 기)는 1사분구에서 

ZMM () 0 = 2 ZM 0 M () 의 관계를 보존하 

면서 움직인다. x , 기를 ZMOM 0 = 分의 


함수로 표시 하여 라. <9 一> 0 일 때 점 
M 은 어떤 점으로 가까와가는가? 


3) lim 

x^+oo 


^3 x -2^ 
、 3 x + 2 y 


3x 



6. 같기 식 이 성 립하도록 ^와 6 를 정 하여 라. 


1) 


lim 

X—>1 


ax 


2 


x b 


x 一 1 



2 ) 


lim — 

너 2 x 2 


x 2 - ax + 8 
_ (2 + b、)x + 2 스 



7. 점 x=l 에서의 증분이 Ax =0.01 ， Ax =-0. ()1 일 때 함수 7 = 2i 2 -jc 의 증분 Aj 를 
각각 구하여 라. 


8. 점 ; c =-2 에서의 증분이 Ax =0.03， Ajc =0.002 일 때 함수 7 = -뇨 2 +1의 증분 
Aj 를 각각 구하여 라. 

9. 다음 함수 /세 대해서 


/0ᄋ + Ax \ f ( x 0 + Ax )~ f ( x 0 ), 
을 각각 구하여 라. 


f ( x 0 + Ax )- f ( x 0 ) 

Ax 


1) fix ) = x 2 


2) f ( x ) = ax+b 


3) y(x) = u + bx + c 


4) / (x) = x 3 -x 
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10. 다음 함수는 어데서 련속이고 어데서 불련속인가? 


1) ， 


2x-l 

2x^ + 3x +1 


公) 


게 + 



3) y = cos(x + 2) 
11. 함수 


4) y=^~^ 

X - 1 

, x < ■-1 
f(x) = <k, x = -l 

+ 3, x > _ 1 

v 


의 련속구간을 말하여라. 



1. 모든 홀수자방정식은 적어도 하나의 실수풀이를 가진다는것을 
증명 하여라. 

2. 모든 짝수자방정식은 적어도 두개의 실수풀이를 가지든지 
아니면 실수풀이를 가지지 않는다는것을 증명하여라. 


제3절. 도함수 


1. 변화률 

도함수는 력학적 으로는 부등속운동을 하는 물체 의 어 떤 순간에 서 의 속도를 정 하 
는 문제와 기하학적으로는 임의의 모양의 곡선에 그은 접선의 방향곁수를 정하는 문 
제를 푸는 과정에 이골어 졌다. 

이제 이 두 문제를 푸는 방법을 생각해보자. 

순간속도를 정하는 문제 

물체의 부등속운동에서는 매 순간마다 그 속도가 다르다. 

물체가 자유락하할 때 매 순간에서 의 속도를 정 하는 문제를 놓고 생각해 보자. 
진공속에서 물체가 자유락하할 때 ᄉ시간동안에 물체가 떨어지는 거리를 5라고 
하면 


s = 身 ( 효 ) 


2 


>2 
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어떤 순간 빼서부터 산만 한 시간이 지나는 동안 물체가 떨어진 거리를 산 라고 하면 


As 1 = s(t + A ,) _ 身 (,) = — g (^ + At ) 2 ~~§^ 2 - § t ^ t + 


2 


그러므로《와 야산사이에서의 물체의 평균속도 V A ，는 다음과 같다. 


2 


Av g^ + -g(AO 

V 산 = —— = - 쇼 - = g(t + - At ) 

At At At 2 

물체 가 등속도직 선운동을 한다고 하면 V A/ 가 바로 물체 의 속도로 될 것 이 다. 


그러나 자유락하하는 물체의 


도 


속도운동이 아니므로 순간마다 속도가 




달타진 다. 그러 므로 평 균속도 V Af = —— 는 순간 f 와 산 에 따라 달타진 다. 

At 

그러나 AZ 를 작게 잠으면 잡을수록 평균속도 V A ，는 순간 H ᅵ서의 떨어지 

물체의 속도를 보다 가깝게 표시한다고 볼수 있다. 

이 리하여 산 나 0일 때 의 평 균속도의 극한 


TT 


v (효) = lim V A , = lim 


노 s 


lim 


A? — >0 


A, — >0 At A, — >0 


s(、t + At )- s ( t ) 
At 


lim e 

A 나 0 


/ + — 

、 2 y 


gt 


떨어지는 물체의 순간 ᄉ에서의 속도(순간속도)로 정할수 있다. 


문제 


함수/의 그라프 L 의 점 M 에서 그은 접선의 방향곁수를 정하는 문제를 생각 
해 보자. 



그림에서 쉽게 알수 있는바와 같이 
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M?=Ax 

NP=z\j；= /(x+z\x) ~/(x) 






























이때 가름선 MN 의 방향곁수는 

NP = Ay = /(x +Ax)-/(x) 
MP Ax Ax 


그런데 점 N 이 곡선 L 을 따라 점 M 에 끝없이 가까와가면 ᅀ x — 0 으로 되 고 
가름선 MN 은 그 방향을 점차로 바꾸면서 직선 MT 에 얼마든지 가까와간다. 

이 극한위 치 에 있는 직선 MT 를 점 M 에서 곡선 L 에 그은 접선이라고 부르고 점 
M 을 접점이라고 부른다. 

가름선 MN 이 접 선 MT 로 가까와갈 때 a 우 /?이 다. 

따 라서 lim = lim — = lim tan a = tan B 

N—M MP 사 a 사 3 

그런데 tan /? 는 접 선 MT 의 방향곁 수이 다. 

이 리하여 접 선 MT 의 방향곁 수 tan /? 는 다음 극한으로 정해 진다. 

Ay /(x + Ax) - / (x) 

tan j3 = hm — = lim -- ’ J 니 

A 너 0 Ax A 너 0 Ax 


우에서 본 순간속도를 정하는 문제나 접선의 방향곁수를 정하는 문제는 비록 그 
것들이 서로 다른 내용의 문제이기는 하지만 수학적인 내용으로 보면 독립변수의 증 
분을 령으로 보낼 때 함수의 증분과 독립변수의 증분과의 비의 극한으로 정한다는 
의미에서는 같다. 이밖에도 도체에 흐르는 전류의 세기를 정하는 문제，막대기에 질 
량이 퍼져 있을 때 그 밀도를 구하는 문제 등 과학과 기 술에 서 다루는 량들가운데 는 
우에서와 같은 모양의 극한으로 정해지는것들이 많다. 


함수 y — f 00 가 주 어 졌 다고 하자 . 

점 a 에 서 독립 변수의 증분 ᅀ x 를 잡고 이 에 대 응하는 함수의 증분을 Aj 라고 하면 

A 少 = f(a + Ax) - /( 次 ) 


이때 비 


Ay ^ f(a + Ax) - f{a) 
Ax Ax 


는 Ax 에 따라 달타진다. 이 비는 a 와 (2 +Ax 사이 에서의 함수 / 의 평균변화률을 
나타낸 다. 

극한 

Um 쏘 = Um ， (아씨 一，⑷ 

A 너 0 Ax A 너 0 Ax 

이 있으면 함수 /는 점 «에서 미분가능하다고 말한다. 

그리고 이 극한을 점 «에서의 /의 변화률 또는 미분결수라고 
부르고 f \ a ) 로 표시 한다. 즉 

/^) = lim /(a + Ax) ~ /(a) 

A 너ᄋ Ax 
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f \ a ) 를 


/(公), 


df ( a ) 

dx 


dyia ) 

dx 


등으로도 표시한다. 

) 함수 少 = 义 1 2 +义의 점 义=2 에서의 변화률을 구하여라. 

(풀이) 점 ;c=2 에 서 변수 ;c 의 증분을 A;c 로 표시 하므로 

Ay = /(2 + Ax ) - /(2) = [(2 + Ax ) 2 + (2 + Ax ) - 2 2 + 2 = 5 Ax + ( Ax ) 2 

2 와 2+Ax 사이 에 서 함수의 평 균변화률은 

^ = /(2 + Ax )-/( 2) =5 + Ax 
Ax Ax 


->0 일 때 이것의 극한을 구하면 




= lim ( 5 + ᅀ义 ) = 5 

Ax —>0 


따라서 함수 J = JC 2 +； C 는 점 ; c =2 에서 미 분가능하고 그 변화률은 


문 제 



1. 함수 / ( x ) = ; c 3 -2 ;c 에서 변수 ; c 가 -3 에서 1까지 변할 때 이 함수의 평균변화률을 
구하여 라. 또한 a 에서 6까지 변할 때 이 함수의 평균변화률을 구하여 라. 

2. 어떤 물체가 义 = 戶-호+ 1 이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다. 시간 ty \ 다음 
과 같이 변할 때 그 평균속도를 구하여 라. 

1) 3에 서 3.1 까지 2) 3에 서 3. 01까지 

3) 2. 99에 서 3까지 4) 3에 서 3+/ z 까지 

또한 운동이 시 작된지 3초후의 물체 의 속도를 구하여 라. 

3. 함수 /0) = 3;c-;c 2 의 점 ; c =- 2, x =0, ; c =3 에서의 변화률을 각각 구하여 라. 
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2. 도함 


함수 /가 구간 (이 시의 매개 점에서 미분가능하면 /는 구간 U ， 시에서 미분가 
능5ᅡ다 고 말한다. 

함수/가 구간 (이 功 에 서 미 분가능하면 (이 6) 의 매 점 X 에 는 변화률 (미 분곁 수) 

/-(x) ^ lim /(x + ^ ~ /(x) 

ᅀ너 0 Ax 

가 대응 한다. 즉 


( 次 , b)3 X ^ f’(x) G R 


이것은 U ， b ) 를 뜻구역으로 하고 / Oc ) 의 변화률들의 모임을 값구역으로 하는 
하나의 새 로운 함수가 정 해 졌다는것 을 의 미 한다. 


이 새로운 함수를 /' 로 표시하고 / 로부터 이끌어졌다 
의미에서 함수 /의 도함수라고 부른다. 즉 


0 ) 


lim 

Ax —>0 


/<> + Ax)- /(x) 
Ax 


도함수 f 


y 


t 


5 


dy _ 

dx 


df _ 

dx 


등으로도 표시한다. 

도함수의 의 미 로부터 앞에 서 본 순간속도와 접 선의 방향곁수는 각각 


v (호) 


ds 

dt 


lim —— 

A ?—0 A 효 


tan ， 판 =Hm 쏘 

dx ᅀ너 0 Ax 


이것은 도함수(변화률 또는 미분곁수)가 력학적으로는 순간속도를 의미하며 
그라프에 서 는 접 선의 방향곁 수를 의 미 한다는것 을 보여준다. 

도함수값 /(지 는 점 쎄 대응하는 함수 /의 그라프의 점 MU ， /⑴)에서 이 
그라프에 그은 접선의 방향곁수와 같다는것을 앞에서 보았다. 

그러므로 미분가능한 점에서는 함수의 그라프에 축에 평행이 아닌 득 하나의 


접선을 그을수 있다. 


89 























그림 2-22 

그림에서 1) 은 점 a 에서 함수가 미분가능한 경우이고 l )， ii ), ᄅ)은 점 a 에 
서 련속이지만 미분가능하지 않는 경우이다. 

L ) 에서는 점 M 에서 그라프가 모가 나서 두개의 접선이 그어졌다. (모난점) t ：), 
H ) 에서는;;축에 평행인 접선이 그어졌다. 

그런데 n ) 에서는 점 M 이 그라프의 I 족한 점으로 되여있고( I 족점)，근)에서는 
곡선이 점 M 에서 이 어 지 면서 접선의 량쪽에 놓여 있다.(변곡점 ) 

우의 그림은 함수 /가 점 a 에서 미분가능하면 /는 점 a 에서 련속이지만 이것의 
거 물은 일 반적 으로 성 립하지 않는다는것 을 보여준다. 


문 제 

1. 다음 함수의 도함수를 구하고 지적된 값을 구하여라. 


1) ); = ?，/，(1), /，(-3) = ? 


3) S = 2-5 t \ S \0) = ? 


2) 7 =-, f \~2\ f (3) = ? 

4) y = - 一一- , y \\) = ? 
x 


2. 기축에 평행인 접선을 그을수 있는 점에서 함수는 미분가능하지 않다. 왜 그런가? 

3. 미 분가능한 점 에서 함수는 련속이 라는것을 증명하여 라. 


4. 함수 j ； 


점 义=0 에서 련속이지 만 미 분가능하지 않다는것을 밝혀 라. 
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3. 도함수계산 

도함수를 구하는것을 미분한다고 말하고 도함수를 구하는 산법을 미분법이라고 
부른 다. 

여 러 가지 함수의 도함수를 구하기 위하여 먼저 간단한 함수의 도함수를 구하고 
도함수계산에서 널리 쓰이는 미분법의 규칙을 이끌어내기로 한다. 

1) 상수외 도함수 

fix ) = C ( C 는 상수) 라고 하면 

Ay = f(x + Ax )- f ( x ) = c - c = 0 

이므로 

r ᅀ少 r 0 
lim —— = lim —— = 0 

a 너 0 Ax 쓰와 0 Ax 

즉 ♦ _Q 

SX 

(c)'=0 


2) 제곱함수의 도함수 

fix ) = x n OeN ) 이 면 


이므로 


따_ 리•乂] 


Ay= f{x + Ax) - f{x) = (x J r /^x) n ~x n 

= [x n + C^x w_1 Ax + C^x w_2 Ax 2 + … + Ax n )- x n 

= nx n 一 1 Ax + C^x n ~ 2 Ax 2 + … + Ax n (Ax' = (Ax)') 


iS ) 互 


lim 

Ax — >0 


nx 


n-\ 


C 2 x w_ 2 Ax + *** +Ax 


n-\ 


n 


WC 


n-\ 


Q 


{x n ) r = nx n 一 1 (n g N) 




3) 상수배수 및 합과 차의 도함수 


정리 1. 함수 /，요가 미분가능하면 c /( c 는 상수)，/+요，/-요도 미분가능하고 

(1) ( cf ( x)) f = cf \ x ) 

(2) (/( x ) + g ( x)) r = f \ x ) + g \ x ) 

(/O) - g ⑶ )' 三 f ( 多 ) 一 g'O) 
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(증명) (1) 7 = c/(I) 라고 놓으면 

ᅀ少 = c/0 + Ax )-cf (x) = c[f(x + Ax)-/(x)] 이므로 


A 少 _ ^/(x + Ar)-/(x) 
—— c 

Ax Ax 


Um 산 

ᅀ x — 0 Ax 


= lim c 

Ax^O 


/o + Ax)~ f(x) 
Ax 


c lim 

Ax^O 


/o + Ar) f(x) 
Ax 




즉 c/U) 는 미 분가능하고 

{cf{x)y ^cf\x) 

(2) j = /(X) + g(X) 라고 놓으면 

Ay = [/O + Ax) + g(x + Ax)] - [/(x) + g(x)] 이 므로 


Ay = [/O + 씨 - /⑴] | [gO + a 끼 - g(x)] 

Ax Ax Ax 

lim A>； = lim 八 X + 쇼끼 - / ⑶ | lim g<> + 사) - gO) 

^ ᅪ 0 Ax ^ ᅪ 0 Ax ^ᅪ 0 Ax 

= f\^) + g\^) 

즉 f+g 는 미 분가능하고 

(/o)+go)y=,o)+g'o) 

차에 대해서도 득 마찬가지로 증명된다. (증명끝) 

공식 (2) 는 함수가 3개 이 상인 경 우에 도 그대 로 성 립한다. 


aH > 1) ”3?이면 

y f — (3x^ ) f = 3( ) r =3 • 2x = 6x 
2) ' = 3 分 2 + 分一 5 이면 

s ，= (3 分 2 + 分 一 5)' = (3 分 2 )' + (0)，- (5)' = 60 + 1 
石"(1) = 6 • 1 +1 = 7, s\a + 6) = 6 (a + 6) + 1 

례 어떤 물체가 법칙 义 = 3戶 -았 + 1에 따라 직선운동을 한다. 운동이 시 
작된지 4초만에 물체의 속도를 구하여 라.(시간의 단위는 초，거리의 단 
위는 이이다.) 

(풀이) 어떤 순간，에서 물체의 속도 v (/) 는 

v(o = s\t) = (3t 2 -2t+iy = (3t 2 y- {ity +(1)' = 6 卜 2 
따라서 4 초만에 물체 의 속도는 
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v(4) = s r (4) = 6.4 — 2 = 22 (%) 



























瓦 D 포물선 3； = ? -4 ;c + 5 의 점 M (3, 2) 에서 이 곡선에 그은 접선의 방정 


식 을 구하여 라. 

(풀0 [) y = ( x 2 -4 x + 5 ) f = 2 x -4 
/(3) = 2.3-4 = 2 

이므로 구하려는 접선의 방향곁수는 2 이 다. 
그런데 접선의 방정식은 직선의 방정식이므로 

y = kx-\-b 

로 표시된다. 

이때 足 = /스3； = 2이므로 

y = 2 x + b 

구하려는 접선은 점 M (3, 2) 를 지나므로 


이 로부터 


2 = 2- 3 + 6 


公:- 4 

따라서 구하려는 접선의 방정식은 

y = 2 x - 4 또는 2 x — y — 4 = 0 


문 제 


1. 다음것을 구하여 라. 



1) 

少 

= X 

，3，(-1) = 

: ? 

• 

2) 



3) 

少 

= 10 

2 ，3，(1) = 

? 

• 

4) 

少 

2. 

다음 

함수 

를 미분하여 라. 




1) 

少 

= 1 - 

■ x + _ 

5 x 3 

2) 

少 


3) 

s : 

= t 3 

- It 2 +2 


4) 

少 

3. 

PW = 

n 

= [ 

a k x k 일 때 

P ' ⑶ = 

= ?， V \ a ) = ? 



,4 , ^ 


n 


一 n 
2 


? 


4) j = tan — , /(0) = ?，/ 


一代 


? 


2) y = -- x 3 +2 x + 5 


n 


nx , y \\) = ?, y \ a ) = ? 


k=0 


4. 포물선 3； = 2 jc 2 -; c 의 점 M (2, 6) 에서 이 곡선에 그은 접선의 방정식을 구하여라, 
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4) 적과 상의 도함수 


정리 2. 함수/，玄 가 미분가능하면 /^，//쓴낭⑴굳이도 미분가^하고 
(3) (/0) • g(x)) r = f\x)g{x) + f(x)g\x) 

⑷ ( 가이 = /'0)g0)_/0)g'0) 

g 2 0) 

(증명) (3) J = /(i).g(X) 라고 놓으면 

Ay = /O + Ax ) • g(x + Ax )- /( x ) • g(x) 

= /O + Ax ) g(x + Ax ) - f ( x ) g(x + Ax ) + f ( x ) g(x + Ax )- /( x ) g ( x ) 
= [/O + Ax )- / O )] • g(x + Ax ) + f ( x )[ g(x + Ax )- g ( x )] 

이므로 


Ay f(x + Ax) ~m g(x + 사) + /(x) Mf_ + 사) - 步) 


Ax Ax 




Ax 


lim — = lim 

Ax — >0 Ax — >0 


/O + Ax)~ f(x) 


Ax 

gO + Ax)- g(x) 
Ax 


lim g{x + Ax) 

Ax — >0 


+ 八， 

/'W|img(x + A 끼 + f{x)g\x) 


그런데 g 는 미 분가능하므로 련속이 다. 따라서 

A lim 字 = f\x) • g(x) + f(x) • g\x) 

ᅀ너 0 Ax 

즉 /.g 는 미분가능하고 


(/0) • gO)) = /'0)g0) + /0)g'0) 


⑷ 7 


/o) 

gO ) 


(g(x) 半 0) 이 라고 놓고 


A*y 


/o + Ax) f(x) f(、x + Ax)g(x) - f(x)g(x + Ax) 


gO + Ax) g(x) 


gO + Ax)g(x) 


= [f(x + Ax)~ /0)]g0) - /0)[g0 + Ar)~ g(x)] 

g(x + Ax)g(x) 

와 같이 변형하여 공식 (3) 과 득 마찬가지 로 증명할수 있 다. 
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ar[4>l) 3； = (2jc + 1)(3-jc 2 ) 이 면 

y f = (2 x +1)'(3 - x 2 ) + (2 x +1)(3 - x 2 ) f = 2(3 - x 2 ) + (2 x + l )(-2 x ) 
— 6 — 2 x 一 6'2 

2) 7 = 즈 =1 이면 
x + 1 

, (x - l ) f (^ +1) - (x - l)(x + l) f x +1 - (x -1) 2 

少 _ (x + 1) 2 (x + 1) 2 — _ (x + 1) 2 


례 5) 7 


X 


n 


x~ n {n g N) 이 면 


) 

y 


1 r n / n、f 

1 x -(x ) - nx 


n~\ 


n\2 


CO 

(x~ n ) f - -nx 


x 


2n 


-nx 


-n-\ 


-n-\ 


이 리 하여 M 이 옹근수인 테 두리 까지 제 곱함수의 도함수공식 을 넓 힐수 있다 



문 제 


1- (/ ⑶⑴•사배 = /'⑴ g ⑶ /z(x) + /(x)g f (x) h(x) + f(x)g(x) h\x) 
가 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

2. 다음 함수를 미분하여 라. 

1) y = (2x - 5)(3x + 1) 2) y = (l- 3x)(3x 2 - x + 2) 

3) y = + 2)(x - 3)(x + 4) 4) y = (l- x)(x - x 2 )(x 2 - x 3 ) 

3. 다음 함수를 미분하여 라. 


1) 


2x 

\-lx 


4) 


y = 3x 2 


2 

5? 



5) 少 = 


2x-l 


3) e + 丄 

6 

r , 1 1 

6) 少 = - r 

x + 1 1 + x 2 


(x _ l)(x _ 3) 
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련습 문제 

1. 아래의 명제에서 옳은것과 옳지 않은것을 밝혀라. 

1) 함수 乂⑴가 점 a 에서 변화률을 가지지 않으면 / Xx ) 는 점 a 에서 련속이 아니 다. 

2) f \ a ) 는 점 a 에서 함수 /(功에 그은 접 선이다. 

3) 미분불가능한 점에서는 그 점에 대응하는 곡선의 점에서 접선을 그을수 없다. 

4) 점 a 에서 미 분가능한 함수는 그 점 에서 극한도 가진다. 

2. 가열된 물체 의 온도변화규칙 이 u = f { t ) 1 주어 졌 다. 시 간구간 노 ^ + A 사 에 서 
물체가 식는 평균속도와 순간 ᄉ에서 식는 속도를 구하여라. 

3. 다음 함수를 미분하여 라. 

1) j = 0.5-3 jc 2) y = 5x-Ax 2 3) S = 10- 호 3 +2 효 4 

4) f (X、) = mx n + ， vc m 5) y - 2x 10 + 2x 5 + x 

4. 다음 함수를 미분하여 라. 

1) y = x 3 (x - I) 

3) y = (1-4 身 2 ) (2 身 2 +1) 

5) y = (x 2 + l)(3x - 2)(1 -x 2 ) 

5. 다음 함수를 미분하여 라. 


、 (x + l)(2x —3) 

3) y = - 

(2 x - l)(x + 3) 

6. 어떤 물체가 ^ = 2'+1 이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다. 운동이 시작된지 4 
초，10초만의 속도를 각각 구하여 라. 

7. 포물선 j = -; c 2 +2 ;c 에 그은 접선이 축과 0ᄋ 의 각을 이 루는 접 점은 어떤 점 인 
가? 또한 의 각을 이루는 접점은 어떤 점 인가? 

8. 포물선 jd 2 +te + c 가 직선 기 = 2义-1 과 점 께에서 접 하기 위 하여서는 公와 
를 어떻게 정하면 되겠는가? 


2) y = (5 z - 1)(3 + 2 z ) 
4) y = { x n + a n )( x m + a 


m 


2) 7 


2 x 一 x +1 


x 


2 


X + 


4) 7 


x 


1 一 X 


2 
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제 4 절. 여러가지 함수의 도함 


1. 삼각함수의 도함수 




( 1 ) 

(sin x )' 

= cosx (-oo < x < +oo) 


( 2 ) 

(cos 그:)' 

= - sin x (-oo < x < +oo) 


(3) 

(tan x ) ’ 

= ——— (x ^ — + kn , k eZ ) 
cos x 2 


(4) 

(cot x) f 

= ——— (x 농 kji , k eZ ) 
sin x 

J 




(증명 ) ( 1 ) 7 = 싶 11 '이 면 


Ax 


A3 ; = sin(x + Ax ) - sin x = 2 sin —— cos 


2 


cos 


그런데 


. Ax 

쏘 = _2_ 

Ax Ax 

T 


. Ax 
sm —— 

• 2 . 
lim — t 土- = 1 , lim cos 

Ax — ^0 Ax — ^0 


X + 


f 

Aj 시 

> X H - 

V 

2 J 

미 


2 ； 



이므로 




X H - 

v 2 y 


cosx 


2 


이므로 


(sin x) r = cosx 


( 2 ) j = cosx 이 면 sinx 의 경 우와 득 마찬가지 로 하여 

( cos ')' = -sinx 

(3) j = tan;c 이 면 상의 미 분규칙 에 의하여 

(sin x) r cosx - sin x ( cos x ) ’ 


y 


(tan x ) = ( - ) 

cosx 

cos 2 x + sin 2 x 
cos 2 x 


cos 2 x 


sec x 


cos 2 X 


2 


이므로 
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(tan x) 1 


cos 2 x 


sec 2 x 


(4) j = cotx 이 면 tanx 의 경 우와 득 마찬가지 로 하여 


(cot x) 1 


sin 2 x 


cosec 2 ᄌ 


례 1) 1) j =' 2 sin ' 이 면 

y' = (x 2 sin x) f = (x 2 )^sinx + x 2 (sin x) r = 2x sinx + x 2 cosx 


2) J 


2 + cosx 


2 -cosx 


이면 




2 + cosx f (2 + cosx ) f (2 - cosx)-(2 + cosx )(2 - cos 그:)' 


2 - cosx 


) 


(2 - cos x ) 


2 


- sin x(2 - cos x ) - (2 + cos x ) sin x 


4 sinx 


(2 - cosx ) 


2 


(2 - cos x ) 


2 


례 2) 점 0(0，0) 에서 곡선 3； = tanjc 에 그은 접선이 义 축과 이루는 각과 그 접선의 
방정 식 을 구하여 라. 


(풀이) / 


cos 2 X 


이므로 八0) 


따라서 점 0(0, 0) 에서 그은 접선의 
방향곁 수는 tan " = 1 

이로부터 접선이 x 축과 이루는 각은 

卜 7 느 A 

따라서 구하려는 접선의 방정식은 1사분구 
의 자리표각의 2 등분선 j = x 이 다. 

그러므로 탕겐스곡선은 원점 O 에서 직선 j = ;c 에 접한다. 



문 제 

다음 함수를 미분하여 라. 

3 . . 

1 ) y = —sinx 2) y = sinxcosx 

3) y = (3 x 2 + sin x)(x - cos x ) 


4) y - x cot x 






















2. 점 0(0， 0) 에 서 곡선 j = sirLx 에 그은 접 선이 义죽과 이 루는 각과 그 접 선의 방 


정 식 을 구하여 라. 


2 . 


합성함수외 도함수 


함수 3/ = (2 i + 1) 3 에 서 독립 변수 义 에 대 응하는 함수값을 계 산하자면 먼저 2x +1 
의 값을 계산하고 다음에 이 값의 3제곱을 계산한다. 즉 

u = 2x -\-l 
J = u 3 


그러므로 함수 j = (2 i + 1) 3 은 두 함수 7 = ^과 w = 2;c + l 를 합성한것이다. 


7 가 " 의 함수 y = /(w) 이고 "가 또한 '의 함수 w = g(X) 이면 
7는 义의 어떤 함수로 된다. 이 함수를 /(g) 로 표시하고 함수 /와 
용의 합성함수라고 부른다. 즉 

7 = /( g )0) = /[볘 



/(g) 


례 Q 1) 는 두 함수 y = sinu , i / = 3 jc 로 이 루어 진 합성 함수이 다. 

2) j = log 2 (i 2 +1) 3 은 기 = 1 0 §2 ““ = V 3 , v = ᄌ 2 +1 로 이 루어 진 합성 함 
수이다. 
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이제 합성함수의 미분공식을 얻어내자. 


정리. (합성함수의 미분법) 

함수 르가 점 A ： 에서 미분가능하고 /가 점 U iu = g ( x ) ] 에서 
미 분가능하면 합성 함수 /(》도 점 JC 에 서 미 분가능하고 

( f ( g)y ⑶= • g \^) 


(증명) 함수 w = 에서 독립변수 ' 의 증분 Ai 에 대응하는 " 의 증분을 Aw ， 
함수 y = /(비에서 증분 Aw 에 대응하는 기 의 증분을 ᅀ기 라고 하면 


Ay Ay Au 
- __ - • - 

Ax Au Ax 

그런데 t / = g (지가 미분가능하므로 련속함수이다. 

따라서 ᅀ x 나0 일 때 Aw ᅳ0 이고 /와 용의 미 분가능성을 고려하면 


Av Av ^ Au 
lim —— = lim - lim —— = 

사 —， 0 Ax A 너， 0 Au Ax^O Ax 


dy 

du 


du 

dx 


즉 f ( g ) 는 미분가능하고 


y r = (f(g)nx) = f(g(x))^\x) 


(주의 ) 함수 i / = gO ) 에 서 독립 변수 의 증분 A ； c 에 대 응하는 W 의 증분 Aw 가 령 
이면 우와 같은 방법으로는 증명할수 없다. 그러나 이 경우에도 정리는 
성립 한다. 


례 Q 1) 7 = (느 + 1) 3 은 두 함수 y = u \ i / = 2 jc + 1 로 이루어진 합성함수이 

므로 

y f = ( u 3 )\2 x = 3 u 2 - 2 = 6(2 x +1) 2 

2) 7 = sinx 2 은 j = siru /, i / = ᄌ 2 으로 이 루어 진 합성함수이 므로 

y ' = ( sin ") f { x 2 ) f = cosu - 2 x = 2 xcosx 2 
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문 제 

1. f(x) = 2-x-x 2 , g(x) = lgx , h{x) = X 일 때 다음 함수들을 써 라 . 

' " " x-3 

1) /(g) (x) 2) g (/) (x) 3) f(h) (x) 

4) h (f ) (x) 5) g(h) (x) 6) h (g) (x) 

2. 다음 함수들은 어 떤 함수들의 합성 으로 이 루어졌는가? 


1) y = cos 2 x 2) y = 2 


x+l 


3 ) y = sin 3 x 


2 


4) y = ln(cosx) 


. 다음 함수들가운데서 f ( x ) = 2x 2 +1, g(x) 


것을 찾아보아라. 


1 ) 


3) 


8 sin x 
(1 + tan) 2 

2 sin (2 ᅳ， 


1 + tan(2x 


2 


2sinx 
1 + tanx 


에 대 하여 g(/) ⑵ 로 되 는 


2 ( 2x 2 + 1 Jsin x 
1 + tan x 


2 ) 


4) 2x 2 +1 


2sinx 
1 + tan x 


4. 다음 함 


나 、 S 

—r 운 


1) y = (x 2 - 2x + 3) 


미 분하여 라. 


2 


2) y = (1 + x) 2 (2-x) 


3) y = ( ax 3 + 6) 


5) y = cos 2 x 


4) y = ( X -- 

X 


6) y = sin(3x 2 + 5) 2 


ai 방정식 ;c 2 +4/-1 = 0 으로 만들어지는 ' 의 함수 기 의 도함수를 구하 


고 _>"(0) 을 계 산하여 라. 


(풀이) J 가 x 의 함수라는것 을 고려하면 


3 3 

dy dy dy 2 dy 


dx 


dx dy dx 


斗 


방정 식 i 2 +4j； 3 -l = 0 의 두 변을 义에 관하여 미 분하면 

2나에 0 
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이 로부터 


X 


호 = _ 

dx 6少 


2 


1 = 0에 대응하는 少의 값은 0 2 +4少 3 -1 = 0 이므로 


少 


4 


따라서 /(0) 


0 


6 


4 


2 


0 


■QT 


제 


. 다음 함 


낫 、 S 

— r 운 


미 분하여 라. 


x 


D 에 


2) y = tanx 


2 


3) y = cos(ax + b ) 


4) 少 = 
2. 다음 함 


cos 2 X 


X 


乂 、 S 

— r 운 


5) j 


(1 + x 2 ) 


6) 少 


x 


2 


2 


一 2 x +1 


미 분하여 라. 


1) 少 : \lx 2 +2x + 3 


2) y = U ^7 

x 


3) y 


(x _ l)(x _ 3) 


. • 가 ' 7 

4) y = (a sin i + 公 cos x ) 


(x +1) 


2 ^2 


3. 


y ~^\ + a +Vl-x 일 때 

1 1 

1) 


少 — 


) 이 다. 


3) 


2"1 + ci 도 " 

1 


2 ) 


2 V 1 


+ a 


2^/ T : 


x 


2^/ T : 


4) - 


x 


2、 


x 


4. 다음 방정 식 을 만족시키 는 x 의 함수 j 의 도함수를 구하여 라. 


1) x 2 + y 2 


2 ) 


2 2 

1 . 少 


a 


2 


b 2 


-1 = 0 


3) x - 2 xy + y =1, 少' (0) = ? 
5. 다음 함수를 미분하여 라. 


1) 少 = /0 2 ) 

여기서 /는 미분가능한 함수이다. 

쌍곡선 义少 = 一 의 임의의 한 점에서 그은 접선과 두 자리표축으로 
3 각형 의 면적 은 일정 하다는것 을 증명하여 라. 


4) Vx + ^[y = Va 

2) 7 = /[/ 2 W ] 


6 . 


둘러 싸인 
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3. 거꿀삼각함수의 도함수 


r、\ 


(1) 

(arcsin x) f - 

1 

(-1 < X < l) 

、/l - x 2 

(2) 

(arccosx)' 

1 

(-1 < X < 1) 

"1 - x 2 

(3) 

(arctanx)^ = 

1 

(-oo < x < +°°) 

1 + x 2 

(4) 

(arccotx)' = 

1 

(_°。< X < +°°) 

J 

1 + x 2 


V 


(증명) (1) 7 = arcs in '라고 놓으면 


x = smy 




n n 

< v < — 

V 2 2 


3； 가 x 의 함수이라는것 을 고려하여 두 변을 x 에 관하여 미 분하면 


d sin v d sin v dy dy 

cosy- 


chc 


dy dx 


chc 


이 로부터 


dy ^ 1 

dx cos y 


그런데 cos7 > 0 (-— < 7 < 즈 ) 이 므로 

dy 1 1 

쇼 ^/l-sin 2 y 、 / 1- x 2 


(2) y = arccosx 라고 놓으면 

x = cosy (0 < y <7r) 
두 변을 x 에 관하여 미 분하면 


d cos y dy 
- • - 

dy dx 


. dy 
= -smy-- 

dx 


sin7 > 0 (0 < 7 < 7r) 이 므로 


dy 1 1 1 

쇼 sin 少 、 /l- C os 2 7 血 - x 2 
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(3) 少 = arctan ' 라고 놓으면 


x = tan y 


71 71 

- < y < — 

乂 2 ’ 2 


두 변을 x 에 관하여 미 분하면 


d tan v dy 2 dy 
---- = sec y • — 

dy dx dx 


dy 


dx sec 2 3 y 1 + tan 2 y 1 + x 


2 


2 


(4) j = arccotx 라고 놓으면 arctanx 의 경 우와 득 마찬가지 로 하여 


dy 


dx cosec 2 ^ 1 + cot 2 y 1 + x 


2 


2 


i ) i ) 


2 


y = x arcsmx 


y r = 2 xarcsinx + 


x 


2 


、/ 1 — 


X 


2 


2) y = arctan 


1 + x 
1 一 x 


1 


少 


1 + 


1 + X 
1 _ X j 


2 


1 + X 


(1 -지 


2 


1 -x J (1 - x ) 2 + (1 + x) z ( l - x) z 1 + X 


2 


一 2 x 

2 


_ X 


2 


nr 


제 


1. 다음 함 


고 、 S 

ᄀ-운 


미 분하여 라. 


1) 7 


. x 
arcsm — 

a 


2) j 


丄 x 

arctan 
a a 


3) y = arccos 




2. 다음 함 


少之 、 S 

ᄀ-운 


미 분하여 라. 


1) y = (arcsin 2 x ) 


2 


2) y = arccos (3 x -Ax ) 


。、 2 1 x 

3) y = — arctan x + — arccot - - 

3 2 1- x 2 


104 


































4. 로그함수와 지수함수의 도함수 


Q 

X 

(1) (log 나 )' = —-— (a > 0, a ^ 1, x > 0) 

… xlna 

(In x)' = 丄 

X 

(2) {a x y = a x In a {a > 0, 幻나 1) 

(e x Y = e x 

J 



(증명) (1) j = log«i 로 놓으면 


Ay = log. 0 + A 끼 - log. x = \og a (l 


Ax. 


x 


Ay 1 t 서 Ax n 1 x , 서 Ax n 1, 서 Ax — 

- 7log 公 (! + — ) = -~ lo Sa (! + — )= ~ l °Sa (! + — ) 


Ax Ax 


X 


x Ax 


x x 


x 


x 


Ax 


효 로 놓으면 (Ax—0 나 At— 


lim 


A*y 


A 너 0 Ax 
즈 


X 


log a [lim(l^--y] = -log a e 


x In a 


(log. x) 


xlna 


특히 u = 《이면 ln 《 = l 이므로 

(In x)' = 丄 
x 

(2) j = a ᄌ 의 거 물함수 义 = 10匕 7에 서 少가 x 의 함수라는것 을 고려하여 
두 변을 x 에 관하여 미 분하면 


dlog a y 

dy 


dy ^ 1 

dx y\na 


dy 

dx 


dy 

dx 


= y\n a 


= a x In a 


특히 a = 《이면 


/\f 

(e ) = e 
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례 1) 1) 


y = ln { x 2 + 1) 이 면 

y = \ nu , w = ' 2 +1 이 므로 


I 

少 


( ini /) ( x 2 + 1) 


— • 2x — — 

U X 


2 x 


2 


1 


2) j ᄌ이면 

y = a u , w = sinx 이 므로 

y f = (公“)' (sin 가 = a 11 - cosx-lna 
= a smx - cos x-\na 


3) j 이면 

y = e u ^ w = — v/I 이 므로 

厂 ( 1 가 게 

y' = (e 11 )( 니고 )’ = e 11 ~^r~r = ~^T~r 

、 2 시 X ) 2 시 X 

로그함수의 도함수공식을 씨서 以가 임의의 실수일 때도 공식 

/ _ Q 

sD 

( x a ) f = a x a ~ x ， a gK 




이 성 립 한다는것 을 쉽 게 증명할수 있 다. 
사실 j = ； c a 의 두 변에 로그를 취하면 


\ny = a \nx 


3；가 x 의 함수라는것 을 고려하여 두 변을 x 에 관하여 미 분하면 


즈 


少 


= 公 一 

少 x 


y — a • y — — a • x a — = ex - x a l 

' X X 


( x a y = ax 


幻 f 一1 


이와 같이 두 변에 로그를 취하고 미분하는 방법을 로그미분 법이 라고 부론다. 
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례 y = X X (>〉 0 ) 를 미 분하여 라. 


(풀이) 두 변에 로그를 취하면 

\ny = xlnx 

少 가 x 의 함수라는것 을 고려 하여 두 변을 x 에 관하여 미 분하면 

f 

— = In x +1 

少 

y' = 少 (In' + 1) = x x (lnx + 1) 


nr 


제 


. 다음 함 


ᄅ 


S 


미 분하여 라. 


1) ^ = In 3 x 

3) y = log 3 (3 x 2 + 2 x +1) 


2 ) 少 = log 9 x 2 
A ) y = lnlxl 


2 . y = ln f ( x ) 이면 j 


r 的 

/o) 


이다. 왜 그런가? 


In — - 


2 


3. 3 ; = In — - In 

x 




일 때 乂 를 구하여 라. 


4. 다음 함 


S 


S 


미 분하여 라. 


1 ) 7 


사 7 


2 ) y = \[x lgx 


3) y = (x 


2 


5. 다음 함 


s 


s 


미 분하여 라. 


1) 少 = 요 


3x 


3) y = 2 X cosx 


5) 7 


_-x 

e -e 


cos 2 x 


2) y = e 3x lnx 


4) 3 ； 


3 X 


2 X +5 


6) y = Ae~ x sinx 


6. 다음 함 


S 


s 


미 분하여 라. 


1) y = x 


smx 


2) y = ( sin x ) 


x 
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; ； :::起::::: 




，’， . 人 

_■: . 』 • 

_1:■資: 

.••，인':V.:。: 

사 

c 

v « 

그: 

•療移현錄鍊務혁沒 WWW 寒監 


方장石게 、:. ... ■:' 玄 ’:; 身발分 ” 

1 0 a T 
l0g « 

__________讀 

方 : 생衣 « 沒 :、.、:' 

X 

公 

、，사、■■시，-、기 

， ■. ■ ' ■ . ■ . … 
■，누. ■ . 

lnjc 

. :: 務 1 

. 

V 

e 

，■소' 

: ，。 :: 이 :/I ■• • 

서 Pr 

■_ 寒. : 

- 

:엊쬬 • '신구숀' 


o 

a • x a_1 


xlna 


公 x In 公 


X 

e x 

cosx 


I 

cosx 

tanx 

洗！ 셨 S 核突寒突寒突核⑥험 

i _ i :: :n 機寒 
公}뱄뱐 V，v w 방松江 

arcsinx 

^顔 i 월！敎! 평^ 


111 111 

i__i 울■■緣를 


■(■ 


lllllllll 

arctanx 

i 顔 i 월 fe t ■ 월 i 월 


_經經錢强錄述경 


arccotx 

y 션청寒，凝敎效 i 
麗 ■_: iflHl 


-smx 
sec 2 x 

-cosec 2 ᄌ 


a / i : 


、/l _ 


x 


2 


1 + X 


2 


1 + X 


2 


1) 

3) 

5) 


미분법의 기본규직 

{of)' = q 厂 (c 는 상수 ) 2) 

{ f ' g ) ， = f ， g ^ fg ， 4) 

(八 g ))' ⑶ = /Tgd ⑶ 


(/ + 功'=，+， 
(A fg-fg r 

J _ J o Jo 

— - 2 


5. 2 계도함수 

어떤 물체가 义 = /이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다면 어떤 순간 효에서 속도 
베는 

v ( o =^= m 

at 

물체가 부등속운동을 한다면 속도 v 는 시간에 따라 달타진다. 따라서 그의 변화 
속도를 또한 생각할수 있다. 즉 

dvjt ) = d _ = Hm /^ + AQ-/XQ 
dt dt A ，— 0 At 

이것 을 순간 ᄉ 에서의 물체의 가속도로 정한다. 바로 가속도는 속도를 표시하는 
도함수의 변화률이 므로 도함수의 도함수이다. 
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이와 같이 과학과 기술의 문제들가운데는 주어진 함수의 도함수뿐만아니 라 도함 
수의 도함수를 또한 생각해 야 할 경우들이 자주 있다. 


함수 /( 7 = /(지)의 도함수의 도함수 (/')' 즉 


(/' ⑶ y 


lim 

Ax 나 0 


,(x + A 끼-/'⑶ 
Ax 


를 함수 / 의 2 계도함수라 고 부르고 다음과 같이 표시한다. 


가속도 CL 는 



d 2 y 

dx 2 


=우쎄/"(，) 

at at 


즉 2계 도함수는 력학적 으로 보면 가속도를 의 미한다. 

례 1) 1) 기 = ᄌ 3 + 2 x 2 - ᄌ +1 이 면 

少' = 3 x 2 + 4 x - 1, 少" = 6 x + 4 
/(0) = 6.0 + 4 = 4 


2 ) 


y = ln(l + x ) 이 면 




1 

(1 + x ) 2 


/(_ 2 ) 


( 1 - 2) 2 



례 p 질점 M 이 jc = 2 f - 戶 이라는 법칙에 따라 직선운동을 한다. 질점 M 의 
속도 v 와 가속도 a 를 구하여 라. 

(풀이) 질점 M 이 ;c = 2 戶이라는 법칙에 따라 운동하므로 속도 v 는 


가속도 a 는 


dx 

v = —— = 
dt 



dv d 2 x 

a — — =- 

dt dt 2 


이 례에서 0。<1 이면 v 〉0 (/' 이〉 0) 이다. 이때 질점 M 은 ; c 축의 정방향으 
로 운동한다. 또한 효〉1 이면 v <0 (/' 이<0) 이다. 이때 질점 M 은 x 축의 부방향으 


로 운동한다. 
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1 일 때 v = 0 (/'(0 = 0) 이 다. 이 때 질점 M 은 순간적 으로 정 지 하면서 


ᄋ 도 


방 


향을 바꾼다. 


/방)〉0일 때 


/分) <0일 때 


v 


■우 


-누 

x 


V 


X 


그림 2-24 


일반적으로 직선운동 jc = /0) 에서 순간《에서의 f \ t ) 를 그 크기로 하고 질점 


-누 


M 이 운동하는 방향으로 향하는 벡토르를 v 라고 하면 순간 ᅣ 에서의 속표 
표시할수 있 다. 


一누 

V 로 


2계 도함수를 정 의 한것 과 득같은 방법 으로 함수 / 의 2계 도함수 /" 의 도함수 
(/")' 를 / 의 3 계도함수라 고 부르고 다음과 같이 표시한다. 

d 3 f d 3 y 




dx 3 dx 


일반적으로 함수 少 = /0)를 "번 계속 미분하여 얻는 함- 
라고 부르고 다음과 같이 표시한다. 

d n f d n y 


함수 /의 n 계도함수 


'⑷ y{n) 


dx n dx 


2계이상의 도함수를 고계도함수라 고 부르고 이것과 구별하여 도함수 
1 계도함수라 고 부른다. 


례 3) y = sin x 이 면 


한편 


일반적으로 


y = cosx , 少 - _ sim : 
y m = - cosx , 少( 4) = sinx 


y = cosx = sm 


( n 、 

X H - 

2 


a 


y = cos 


71 

X H - 


sm 


즈、 


少 


fff 




2J 

V 

V 


f 



r ᅲ、 

cos 

XH 

^ 代 

v2 — 

= sin 

x + 3- 


V 

2 j 


l 2 


少⑷ = sin 


代 

x + n — 

v 2 
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문 제 

1. 다음 함수의 2계도함수를 구하여 라. 

1) y = x 5 + 2x 3 - 3x +1 2) y = xsinx 

o \ - x 2 가、 0_시 

o) y = e 4) y= -—— 

、、 1 + X y 

2. j = ^sinx 가 다음 방정 식 에 맞는가를 따져보아라. 

，- 23 ，+ 2”0 

3. y = u { x ) v { x ) 일 때 y " 를 구하여 라. 

4. 다음 함수의 지적된 계수의 도함수를 구하여라. 

1) 7 =，，/" = ? 2) 기 = (3义 + 2)' / 4 ) =? 

3) y = x n , y (n) =? 4) 少 = 드 , 少(비 = ? 

x 

5) y = ^ a k x \ y in) = ? 

k=0 

5. 어떤 물체를 처음속도 300% 로 땅면에 수직되게 쏘아올렸다. 효초 후의 물체의 높 
이 를 /z 라고 하면 

h = 300 t -4.9 t 2 

이 다. 이 물체 가 가장 높은 높이 에 이 르기 까지 의 시 간과 그 높이 를 구하여 라. 그 
리고 다음 순간에 물체가 올라가는가 떨어지는가를 말하여라. 

1) 효 = 20身 2) t — 30身 3) t — 32 s 

6. 점 보이 흩떨기 x = rsm ( a ) t ^- a ) ^ 한다. 그 속도와 가속도를 구하여 라. 점 M 
의 가속도는 그 자리표에 비 례 한다는것 을 증명하여 라. 


련습 문제 

1. 다음 함수를 미 분하여 라. 
1) y = (x 2 -2x + 3) 4 


3) 


5) y = \!x 2 +\ 


7) 기 = 


2 x-l 

、 lx 2 -1 


2) y = ( x 2 - l) 2 (x + 2) 2 



6) y = \/(2x 2 -x + 1) 2 
8) y = 2x\j(3 - 2x) 2 
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2. 다음 함수를 미분하여 라. 


1) 7 = 

- cot 2 2 x 2) y - 

= (cos 2 x-sin 3 x ) 2 

3) y ~- 

= sin(cos x ) 

4) y ~- 

= cos ax sin 5) y = 

2 x 

- arccos -- 

1 + x 2 

6) y = 

= arcsin ( cosx ) 


7) y = arcsin(sin x - cos x ) 


8) y = tan — 牛 arctanftan —) 

2 2 


3. 다음 식 들에 서 7 = 少0)이 다. /를 구하여 라. 

1) y 2 = 2 x 2) y 4 = 2 x 5 

3) x 3 y 3 -3 a 2 x = a 3 4) y = cos(x + y ) 

4. 다음 함수를 미분하여 라. 


1) y = ln ( x 3 + x 2 ) 
3) y = xln(x +1) 


2) 기 = In tan i 


4) 少 = In 


x + 




r \ ax j 

d ) y = e cosbx 


7) 



6) j ； = ^ x 2 x 


5. 타원 즈 i + ~ = l 의 점 (사 ,凡)에서 타원에 그은 접선의 방정식을 구하여라. 

a 公 

6 . 다음 함수의 2 계 도함수를 구하여 라. 

2 

1) y = x 4 +2x 3 -x 2 +4 2) y = X 2 

1 - x 

3) y = x 2 \nx 4) y = {t- 2)e 2t 

7 . 다음 함수의 지적된 계수의 도함수를 구하여라. 

1 ) ^ , 少" = ? 2 ) 少 = 、 h -2 x , y m = ? 

3) 'v ♦녀，서 4) 厂예，，나 

5 ) 少 = a x , 少⑷ = ? 6) 少 = sin^x , 少⑷ = ? 

8. 7 = 、 l 2 x - x 2 이 다음 방정 식 에 맞는가를 따져 보아라. 

// + 1 = 0 

9 . /(지 = (xr + foc 3 +? 이 다음 방정 식 에 맞도륵 a, b, c 를 정 하여 라. 

1-|시/"(지 +。/(1) = 0 

10. 물체가 법칙 = ᅯ 에 따라 직선운동을 하면 그의 가속도는 그 크기가 

운동경 로와 같다는것 을 증명하여 라. 
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11. 다음 법칙에 따라 직선운동을 하는 물체의 지적된 순간에서의 속도와 가속도를 
구하여 라. 

1 ) s = t 3 2 t 2 , t = 2 2) s = 3 cos —t — \ 

3 

12. 물체의 운동이 x = a + 노 + 次 2 이라는 법칙으로 주어졌다. 물체에 일정한 힘이 
작용하고있 다는것 을 증명하여 라. 

13. 원의 면적 이 시 간에 따라 일정한 속도로 늘어 날 때 원둘레 가 늘어 나는 속도는 
반경 에 거 물비 례 한다는것 을 증명하여 라. 


제 5 절 . 도함수으 I 응용 


1. 함수외 증가와 갑소 

어떤 구간에서 변수 义의 값이 커질 때 함수 /0)의 값이 커지면 함수 /0)는 이 
구간에서 증가한다고 말한다. 또한 변수'의 값이 커질 때 함수 /0)의 값이 작아지 
면 함수 /는 이 구간에서 갑소한다 고 말한다. 

그림 2-25 에서 보는바와 같이 증가하는 함수의 그라프는 변수의 값이 커지는데 
따라 왼쪽에 서 부터 오른쪽으로 오르는 곡선 이고 감소하는 함수의 그라프는 왼쪽에 서 
오른쪽으로 내리는 곡선이다. 
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도함수값 /'0) 는 함수 / 의 그라프의 점 mo , /(지) 에 서 그라프에 그은 접 선 
의 방향곁 수를 의 미 하므로 /'0) 의 부호에 의 하여 함수가 증가하는가 감소하는가 
를 판정 할수 있다. 

/'( JC )〉0 인 점 M ( x , /0))를 간단히 점 义로 부르기로 한다. 

JC 에 서 함수 / 의 그라프에 그은 접 선은 그 방향곁수가 정 이 므로 왼쪽에 서 부터 
오른쪽으로 오르는 직선이다. 

따라서 점 X 가까이에서 함수의 그라프는 왼쪽에서 오른쪽으로 오른다. 즉 /는 
점 JC 가까이에서 증가한다.(그림 2-26 기) 

/'0) <0인 점 '에서 /의 그라프에 그은 접선은 그 방향곁수가 부이므로 왼쪽 에 

서부터 오른쪽으로 내리는 직선이다. 따라서 점 x 가까이에서 함수의 그라프는 왼쪽 
에 서 오른쪽으로 내 려간다. 

즉 /는 점 ;c 가까이 에서 감소한다. (그림 2-26 니) 




그림 2-26 

이 리하여 도함수의 부호에 의하여 함수의 증가와 감소를 다음과 같이 판정할수 
있다. 


함수의 증가，갑소의 판정 
어떤 구간에서 

1) /우〉0 이면 /는 그 구간에서 증가한다. 

2) /쇠< 0이면 / 는 그 구간에서 감소한다. 


어떤 구간에서 /'(>)=0이면 이 구간의 매개 점에서 함수 /의 그라프에 그은 접 

선은 x 축에 평행이다. 그러므로 그라프자체도 x 축에 평행인 직선이다. 

따라서 함수 f 는 이 구간에 서 상수이 다. 


함수 /가 어떤 구간에서 /'00= o 이면 /는 이 구간에서 상수이다. 
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함수 /가 어떤 구간에서 감소하거나 증가할 때 이 구간에는 /'(>)=0인 점이 있 
을수 있다. 

례 를 들어 함수 乂0) = 义 3 은 ( _ °°, + oo ) 에서 분명 히 증가하나 义 = 0 에서 그 
도함수값은 0 이다. 즉 /'(0) = 3. 0 2 =0( 그림 2-27) 

이리하여 함수 /가 어떤 구간에서 증가하면 일반적으로 그 구간에서 /'0) > 0이다. 

마찬가지로 어떤 구간에서 감소하면 일반적으로 그 구간에서 /'0)<0이다. 



함수 / o ) = jc -； c 3 의 증가구간과 감소구간을 구하여라. 


주 어진 함수의 뜻 구역은 

(—00, 

+ 00) 이 다. 

도함수를 구하면 

/、>): 

= 1 — 3 x 2 

이 로부터 



X — ± 一「 에 서 

V3 


/' ⑶ = o 

X < —— pr 에 서 

V3 


f\x) < 0 

- + 에에 乂 1 

V 3 V 3 

f\x) > 0 

；오에서 


f\x) < 0 


따라서 함수 f ( x ) = x - x 3 은 


— 00 . — 


a /3； I V 3 


+ 00 


에서 감소하고 


V3 ? V3 


에서 증가한다. 대 략적 으로 그리면 그림 2-28 과 같다. 


115 



































함수 /가 어데서 증가하고 어데서 감소하는가 하는것을 조사하기 위하여 f \ x ) 
의 부호를 살피 려면 먼저 乂'(지 = 0 에 맞는 점들을 구하고 이 점들을 경계로 하여 
함수가 주어진 구간을 몇개의 구간으로 나누고 이 매개 구간에서 /'0)의 부호를 
살피면 된다. 

함수 /( 지 = ^=11의 증가구간과 감소구간을 구하여 라. 

X +3 

(풀이) 주어 진 함수의 뜻구역 은 (-°°, +〜) 이 다. 도함수를 구하면 

_厂,, . 石、 (그그 +3) — (x — l)2x 重、 — + 2x + 3 6(x + l)(x — 3) 

J (지 — 6 ~--2 2 一- 6 ~--2 2 一- 7 一一2 

(x + 3) (x + 3) (x + 3) 

이로부터 x = -1, ' = 3 에서 /'( i ) = 0 이다. 

그러므로 함수의 뜻구역 (-00, +00) 를 -1，3을 경계로 하여 다음과 같이 

3개의 구간으로 나누고 매개 구간에서 도함수의 부호를 살피여 함수의 
증가와 감소를 판정한다. 


' 

니 Vi 效 V 、 

V 

CXD • • • — 1 • • • 크 ■■■ — J — 

// f 

T 

- 0 + 0 - 

■■■■ 

가 

空강생^^향受은空::, 

T 

/ 

*乂 

월:향^과용출 
■■ 

\ -3 / r 1 \ 

감소 증가 감소 


주어 진 함수는 (-와 -1), (3, + 띠) 에 서 감소하고 (-1,3) 에 서 증가한다. 
이 함수의 대 략적 인 그라프를 그리 면 그림 2-29 와 같다. 
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그림 2-29 

































1 . /'(; c ) = g '(; c ) 이면 두 함수 /(지 와 g ( JC ) 는 상수만 한 차이를 가진다는것을 
밝혀 라. 


2 . 다음 함수들은 어데서 증가하고 어데서 감소하는가? 


1 ) / ( x ) = -2 x 2 + 8 x +1 

3) 삐 = ^ 


2) g ( x ) = x 3 -12 x + 7 
4) u ( x ) = cosx-x 


5) v ( x ) = x H - — 

X 


6 ) w ( x ) 


(ᄌ 一 2) 


2 


3. 

4. 


2 차함수 少 = 따 2 +& x : + c(a 목 0) 는 어 데서 증가하고 어데서 감소하는가? 
다음 함수는 (-ᄋ。， + oo ) 에서 계속 증가하거나 감소한다는것을 밝혀라. 


1) f ( x ) = 1 - 6 x + 4 x 2 - 2 x 3 


2 ) g ( x ) = x + sinx 


2 . 함수외 극대와 극소 

함수 /를 놓고 /0) 가 점 <2 가까이 에 서 가장 큰 값이 면 즉 义 = 以 가까이 의 아 
무런 점 X 를 잡아도 

/⑶ < /(次) 

이면 함수 /는 점 ;c = u 에서 극대로 된다고 말하고 /(비를 극대값 ， i = a 를 극대점 
이 라고 부론다. 

이 와 비 슷하게 /아가 점 a 가까이 에 서 가장 작은 값이 면 즉 X = a 가까이 의 아무런 
점 ; c 를 잡아도 늘 /( x ) > / O ) 이면 함수 /는 점 ;c = a 에서 극소로 된다고 말하고 
/0)를 극소값，义 = “를 극소점이라고 부론다. 

함수의 극대값과 극소값을 통털 어 극값이 라고 부르고 극대점 과 극소점 을 통털 어 
극값점이 라고 부론다. 
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극대，극소의 정의에서 점 x = a 가까이라는것은 점 a 의 왼쪽으로 가까운 점， 
오른쪽으로 가까운 점을 다 통털어서 하는 말이다. 그러므로 극값은 그 점 량쪽에서 
함수가 뜻을 가지는 점 즉 끝점이 아닌 아낙점에서만 가질수 있다. 

그리 고 함수 / 의 극값은 그 함수의 뜻구역 전체 에 서 반드시 /0)의 가장 큰값，가 

장 작은 값으로 되는것은 아니 다. 

따라서 개별적인 극대값이 극소값보다 작을수 있다. 

그림 2-31 에서 보는것처럼 함수의 그라프에서 봉우리로 되는 점에서 극대로 되 
고 곬으로 되는 점에서 극소로 된다. 



모든 함수가 다 극값을 가지는것은 아니 다. 계속 증가하거 나 감소하는 함수 례를 
들어 1차함수 j = 띠:+ 6는 극값을 안 가전다.(그러 므로 함수의 극값을 따질 때 는 

이러한 함수는 빼놓고 생각한다.) 

함수 /0)에서 변수 义가 증가해오다가 점 以 를 지날 때 함수 /0)의 값이 증 
가로부터 감소로 바뀌면 분명히 함수 / 는 점 ;c = a 에서 극대로 되고 거꾸로 감소 
로부터 증가로 바뀌 면 함수 / 는 점 i = u 에 서 극소로 된 다. 

이 리 하여 함수 / 가 미 분가능할 때 다음과 같은 조건에 의 하여 함수 / 의 극대，극 
소를 판정 할수 있다. 


극대극소판정조건 

점 以를 포함하는 충분히 작은 구간에서 


1 ) 

2 ) 


x < a 

에서 

f \ x ) > 0 | 

x 〉 a 

/"⑶ < o 

x < a 

에서 

f ( x ) < 0 \ 

x > a 


/"O) > o 


이면 

저 T 

i=r A 

= “ 는 /의 : 

극대 점 

이면 

저 Y 

i=r A 

= a 는 /의 ^ 

극소점 


이 판정조건으로부터 다음 사실이 곧 나온다. 


/'가 S 속일 때 /가 점 ;c = a 에서 극값을 가지면 f \ a ) = 0 0 \ C [. 
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이것은 극값을 가지는 점에서 그라프에 그은 접선이 X 축에 평행이라는것을 보여 
준다. 그런데 점 M (이/(비)에서 JC 축에 평행인 접선을 가지는 그라프는 그림 2-32 

에서 보는바와 같이 여 러 경우가 있다. 



사 

\ 、 M ， 장 (次) 111 0 



그림 에서 n ) , 근)은 (비 = 0 인 점 x = a 에서 / 가 반드시 극값을 가지 는것은 
아니 라는것 을 보여준다. 

이로부터 미분가능한 함수 /의 극값점은 /' 지 = 0에 맞는 점가운데 있다는것을 
알수 있다. 

/' ⑶ = 0 에 맞는 점 을 함수 / 의 정류점 ( 머물점 ) 이 라고 부론다. 

이 리하여 함수 /의 극값점 을 구하자면 먼저 방정 식 = 0을 풀어 정 류점 

을 찾고 정류점의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 /'(功의 부호를 살펴 극대，극소를 
판정 한다. 




6 I'd 

( f'( 스 = 0 ) 


_ 鐵敎 . ,、，'_，• '.， 


ppi：'-. 

ll ^-, a •• i： ^ 

\ I i % i 的; 然하 社 技 


IWf . ■ '■ ，푠 ] 나 ' 

나 정:.，、:..。 H、. ■;“.，__、、 

1 一 C 

| 


I /-:，::: V :':, ■ :’::.江:. : :•: 

’ _쑈명 g 安병技쬬巧던.변전::;년;선 

. 


•，.， . , , '새，'|法知' l r 、 

寒務■其薄，1:背표寒法;:방 

丄、 f / \ 

T I " V * 1 

I 1 A ； 

«/ \ / 

... 


- ■시-''' 


+ 0 - 

- 0 + 

± 0 土 


극대 점 
극소점 

극값점이 아니다 
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aTT ) 함수 /( jc ) = 2 jc 3 -3; c 2 -12 ;c + 6 의 극값을 구하여 라. 
(풀이) 함수의 뜻구역은 (-와 +이이다. 

도함수를 구하면 


f \ x ) = 6 x 2 -6 x - l 2 = 6 (x + l)(x - 2) 
/'(; c ) = 0 을 풀어 정류점을 구하면 

义 1 — —1 ? x 2 ~ 2 

정류점 지=-1 의 왼쪽가까이 x<-l 에서 
f \ x ) > 0 이 고 오른쪽가까이 x >-\ 에 서 

/'(지<0이므로 점 지=-1은 /의 극대점이 
며 극대값은 /(-1) = 13，점 x 2 =2 의 왼쪽가 
까이 jc<2 에서 이고 오른쪽가까이 

jc 〉2 에서 f \ x ) 〉0 이 므로 점 jc 2 = 2 는/의 
극소점이며 극소값은 /(2) = -14 一 

우에 서 본 결 과를 표로 만들어보면 다음과 같다. 
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이 표를 보고 함수의 대 략적 인 그라프를 그리 면 그림 2-33 과 같다. 

함수 /( jc ) = | jc | 은 점 ；c = 0 에서 미분가능하지 않지만 분명히 점 jc = 0 은 이 

함수의 극소점이다. 

이와 같이 함수가 미분가능하지 않는 점에서도 극값을 가질수 있다. 

이 경우에도 우에서와 마찬가지로 미분가능하지 않는 점의 왼쪽과 오른쪽가까이 
에 서 도함수 /' 의 부호변화를 살펴 극대，극소를 판정 한다. 


함수 f ( x ) = x ^( x - l ) 2 의 극값을 구하여 라. 

(풀이) 함수의 뜻구역 은 (- c », + 이이 다. 도함수를 구하면 


f \ x ) = \ l( x _ I 、) 2 + 


2 


x 


3 (x — 1) + 5 x — 3 


\ Jx-l 3\/ x-l 3\ lx-l 


정 류점 은 지 = 一 이고 점 =1에 서 함수 


TT 


미분가능하지 않다 


120 


정류점 %=— 의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 /'의 부호를 살피면 































































•X < — 에서 f \ x ) > 0 
5 

义〉1 에서 f \ x ) < 0 

이므로 점 지=1은 /의 극대점이며 극대값은 


미분가능하지 않는 점 义 2 =1의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 /'의 부호를 
살피 면 

•X < 1 에 서 f ’(、 x ) < 0 
• X 〉1 에 서 f ’(、 x ) > 0 

이므로 점 jc = 1 은 /의 극소점이며 극소값은 /(1) = 0 
우에 서 본 결 과를 표로 만들어보면 다음과 같다. 
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이 표를 보고 함수의 대 략적 인 그라프를 그리 면 그림 2-34 와 같다. 



이 함수의 그라프를 그릴 때 /'( l ) = ±oo 이므로 점 jc = 1 에서 少축에 평행인 접선 
을 가지 도록 그려야 한다. 


4 


5 

2 


3 겨 

3 I 5 


3 5 
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문 제 


다음 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라 


1) y = 2x 2 -3x + l 


2) y — —4x 2 + 2x +1 


3) y = x 3 - 6x 2 + 15x + 16 4) y 


8x 


x 


2 


4 


2 . 다음 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라 


2 


1) /(X) = (x + 1) 3 


3) g(x) 


x-x 


2 


2) f(x) = x 2 -2 
(i-l ) 2 


x 


4) f(x) 


(x +1) 


2 


3. 최대값고ᅡ 최소값 


최대값과 최소값이라고 하면 함수가 주어 진 뜻구역전체 에 걸쳐서 가장 큰 값과 
가장 작은 값을 의 미한다. 

함수 /가 닫긴구간 [이 ᆻ!에서 련속이면 이 함수는 이 구간에서 최대값과 최소 
값을 가진다는것이 알려져 있다. 

이 경우에는 (이비 에서의 모든 극대값， 극소값들과 두 끝점에서의 함수값 
/(비, /(幻들가운데서 가장 큰 값이 최대값이 고 가장 작은 값이 최소값이 다. 

특히 함수 / 가 [이비 에서 증가함수(감소함수)이면 왼쪽 끝점에서의 함수값 
/ o ) 가 최소값(최대값)이 되고 오른쪽 끝점에서의 함수값 /沙)가 최대값(최소값) 
이 된다. 

함수 /가 열린구간 (이 M 에서 주어졌다면 이 구간에서 최대값과 최소값을 가전 
다고 일반적으로 말할수 없다. 


55 ) 함수 /0) = <-2? +3 의 구간 [- 1,2] 에서 최대값과 최소값을 구하여라. 

(풀이) 먼저 (_1, 2) 에서 극대 값과 극소값을 구하자. 

f \ x ) = x 2 -4 x = x(x - 4) 

이 므로 정 류점 은 차 = 0, ; c 2 = 4 이 다. 

그런데 义 2 = 4 는 구간 (-1, 2) 밖의 점 이 므로 버 린 다. 

- 1 < I < 0 에 서 f \ x ) > 0 

0 < ' < 2 에 서 f ’( x ) < 0 

이므로 ；c = 0 은 /의 극대점이고 극대값은 /(0) = 3 

(-1, 2) 에 서 / 의 극소점 은 없 다. 두 끝점 -1 과 2에 서 의 함수값을 구 

하면 
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(-1) ， 2 V 9 1 

八- 1) = 느 ^ L-2(-l) 2 +3 = 공， /(2) = —-2*2 2 + 3 = -2- 

이 리하여 구간 [- 1,2] 에 서 주어 진 함수 / 의 

최대값 /(0) = 3 , 최소값 f (2) = -2 - 

레 2〕 ) 두 변의 길이가 각각 45 cm , 24 cm 인 
직4각형 모양의 철 판이 있 다. 네 귀 
에서 같은 크기의 바른4각형을 잘 
라내여 뚜껑이 없는 함을 만들려고 
한다. 네 귀에서 얼마만한 크기를 
잘라내면 그 체적이 가장 크게 되 
겠는가? 

(풀이) 네 귀에서 잘라내는 바른4각형 

의 한변의 길이를 x cm 라고 하면 
함의 체적 v 는 다음과 같이 표시된다. 

V = / (x) = (45 - 2x)(24 - 2 x)x (0 < x < 12) 

이 리 하여 문제는 구간 (0, 12) 에서 이 함수의 최대값을 구하는 문제 로 된 다. 
f \ x ) = -2(24 - 2 x)x + (45 - 2 x )(-2 )x + (45 - 2x)(24 - 2x) 

= 12(x 2 - 23x + 90) = 12(x - 5)0 -1 8) 

따라서 정류점은 

차 =5, ; c 2 =18( 그런데 18은 (0,12) 밖의 점이므로 버린다.) 

사 =5의 왼쪽과 오른쪽가까이에서 도함수 /'의 부호를 살피면 

I < 5 에 서 f ’( x ) > 0 

I 〉 5 에 서 f ’( x ) < 0 

이므로 지 =5는 구간 (0， 12) 에서 함수 /의 유일한 극대점이며 극대값 
은 /(5) = 2450 

이 리하여 한 변의 길이가 5 cm 인 바른4각형을 네 귀 에서 잘라내 여 함을 
만들면 된다. 이때 함의 체적은 

V =2450 cm 3 



문 제 

1. 열린구간에서 최 대 값이 나 최 소값을 안 가지 는 함수의 실례 를 들어 보아라. 


2. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여 라. 
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1) f { x ) = l -2 x - x 2 , -2,0] 2) / ( x ) = x 4 - 2 x 2 + 3, -2,2 

3) / ( x ) = 2 x 3 - 9 x 2 + 12 x , [0, 4 4) /( x ) = —(- oo , + oo ) 

1 + x 

3. 직경이 J 인 원목에서 가장 큰 자름면을 가지는 직 4 각형보를 잘라내려고 한다. 
자름면의 치수를 어떻게 잠으면 되겠는가? 

4. 백 철판으로 체적 이 V 인 통졸임통을 만들려 고 한다. 통졸임통의 밑면의 반경 과 
높이와의 비를 어떻게 잠으면 백철판을 가장 많이 절약할수 있겠는가? 


4. 미분과 함수값의 근사계산 


1) 미분 

함수 7 = /(지 에 서 독립 변수의 증분 ᅀ x 에 대 응하는 함수의 증분 

Ay = /O + Ax )~ f ( x ) 

를 직접 계산하자면 함수 /가 1 차함수와 같이 간단하면 몰라도 조금만 복잡하여도 
매우 줌이 많이 든다. 

이제 독립 변수의 증분 Ax 에 대 응하는 함수의 증분 하 의 근사값을 구하는 문제 
를 생 각해보자. 

함수 y = f { x)A 미 분가능한 함수이 면 

Hm 쏘 = Hm /(X + 비 - 八나 = /切 

Ax Ax— 0 Ax 


으로부터 


Ax : 가 충분히 작으면 


Ay = /(x + Ax )-/( x ) 

Ax Ax 



이 로부터 

Aj = /O + Ax )-/( x ) 였 f \ x)Ax 

와 같이 근사적 으로 표시할수 있다. 

이 근사식의 오른변의 식 

f r ( x)Ax 

를 함수 / 의 미분이라고 부르고 必 로 표시한다. 즉 



이 리하여 우의 근사식 은 다음과 같이 쓸수 있 다. 


_ _ Q 

XI 

Ay ^ dy = f r ( x)Ax 
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이 리하여 접점 M 가까이 에서 곡선을 접선으로 바꾸어 생각하였을 때 미분 却는 
독립 변수의 증분 Ax : 에 대 응하는 접 선의 세 로자리 표의 증분 PT 와 같다. 

이 로부터 근사식 A 少«바는 함수의 증분을 접선을 표시하는 함수의 증분으로 바 


꾸어 놓았다는것을 보여 준다. 

독립변수 x 의 미분은 그 증분 Ax 로 정의 한다. 즉 


이 표시를 쓰면 
이 로부터 


dx = Ax 




즉 도함수는 함수의 미분과 독립변수의 미분의 


상과 같다. 


at 1 ) 1 ) 

2 ) 


3 ) = ( x 3 ) Ax = 3 x 2 Ax 또는 

d{5x + sinx ) = (5 x + sinx ) Ax = (5 
또는 d (5 x + sin x ) = (5 + cos x)cbc 


)= 3 x 2 dx 
)Ax 


cosx 


Bll 2 ) 반경 이 R = 4 cm 인 쇠 로 된 구가 열 을 받아 그 반경 이 0.001 cm 늘어 났 
다. 이때 늘어난 구의 체적의 근사값을 구하여 라. 

(풀이) 구의 체적을 V 로 표시하면 




늘어 난 체적 을 AV 라고 하면 

AV* JV = f-^R : 


AR = 4;故 2 AR 


그런데 R = 4 cm ， AR =0. 001 cm 이 므로 


AV 沒 4 tt 4 2 • 0.001 = 0.064^ 汉 0.201 ( cm 3 ) 
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문 제 

1. 다음 함수의 미 분을 구하여 라. 

1) y = 3x 2 + = 2x +1 2) y = x(x 2 + 1) 

3) j = {ax + b) m 4) y = ^ x (cosx + sinx) 

2. 다음 함수의 증분의 근사값을 구하여라. 

1) y = 2x 3 , x = 2, Ax = 0.01 

2) y — 2x 2 — 3x + 2， x = 1, Ax — -0.001 

3. 반경 이 20cm 인 원판이 열 을 받아 그 반경 이 20.01cm 로 되 였 다. 늘어 난 원판의 
면적의 근사값을 구하여라. 

2) 함수값의 근사계산 

근사식 

Ay ^ dy = f\x) Ax 

에 서 Ay = 乂(우 + Ax) - /^ x) 이 므로 함수값에 대 한 다음 근사식 을 얻 는다. 


Q 

X 

f{x + Ax)« / (x) + f'{x)^x 
특히 义=0 이면 

/(Ax)«/(0) + / ( (0)Ax 

J 

、、〉 



이 근사식을 씨서 흔히 쓰는 몇개의 근사공식을 이끌어낼수 있다 . 
① /(x) = (a e R) 이 면 

f{x + Ax) = (x + Ax) a , f\x)/^x = ooc a ~ l Ax 

이므로 



X 

(x + Ax)^ « + ooc a ~ l Ax 

_ 



히 a: = 1 이면 

t _Q 

(x + Ax) a ^l-\-aAx 
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이 근사식 에서 a = 2, 3, 丄, 一丄이 면 

2 2 

(1 + Ax ) 2 » 1 + 2 Ax 
(1 + Ax ) 3 « 1 + 3 Ax 

_ 1 

Vl + Ax « 1 + — Ax 

2 

Vl + Ax 2 


aT|> 1) 1.02 2 =(l + 0.02) 2 s 1 + 2.0.02 = 1.04 

2) "0.964 = "1 -0.036 ^1-- 0.036 = 0.982 

2 

3) \f25 = 3 V3 3 - 2 =3 - 3 1-A ^3 fi_I.A^ 2 .986 

V 3 3 l 3 3 3 J 


② / ⑴ = sinx 이 면 

f{x + Ax ) = sin (x + Ax ), / f ( x)Ax = cosx • Ax 

이 므로 


t _Q 

XI 

sin (x + Ax ) « sin x + cos x - Ax 


V—/ 


특히 ；c = 0 이면 



f [0 sinl ᄋ의 근사값을 구하여라. 
(풀이) 먼저 1°를 라디안수로 고치면 


180 

이것은 충분히 작은 수이다. 

그러므로 

sinlO = sin」L - 그느 - 삯 0. 0175 

180 180 
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문 제 

1 . 다음 수의 근사값을 구하여 라. 

1) 1.005 3 2) V 4 I 

2 . 다음 수의 근사값을 구하여 라. 

1 ) sinlO ' 2 ) sin 29° 


3) 


Vl5 


련습 문제 


1 . 다음 함수의 증가구간과 감소구간을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 


1 ) 

y -~ 

— 2 + 5 x - 

2 ) 

y -~ 

- - 12x + 1 

3) 

y = x 3 -6 x 2 -15 x + 2 

4) 

y = 

1 

z X ~\ — 

X 

5) 

y = 

1 

x(l - x ) 

6 ) 

y = sin 2 x-x 


2 . 다음 함수의 증가구간과 감소구간을 구하여 라. 

1) y = -^― 2) y = ( x - 1) 3 (2 x + 3) 2 

lnx 

1 r 2 

3) y = —— x 2 -lnx 4) 3 ; = —： - 

10 x 2 -l 

3. 다음 함수는 수축전체에서 증가 또는 감소한다는것을 밝혀 라. 


1 ) y — — x 2 + x — 1 


2 ) 7 


= sin x + 



x 


4. 다음 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 


1 ) 

y ： 

— _ 3 x +1 

公) 

y -- 

— + 3 x ^ + 6x - 2 

3) 

y 

= x + 2 sin x 

4) 

y -- 

= x 3 (l - x) 2 

5) 

y 

x 2 -l 
x 2 +1 

6 ) 

y = 

: sin 2 ᄌ - cos 2 x 


5. 다음 함수의 극값을 구하여 라. 


1) 少 = 


XX 


2 



4) 




5) y = x 、/2 - 


x 


3) y = (x + 3) 2 ( x -1 ) 3 
6 ) y — _ +1 lx _ 6 


ax 2 +2 x + b 


6 . 함수 7 


x 


2 


는 점 义 = 1 에서 극대값 5를 가전다. 이때 a , b 


함수의 극소값을 구하여 라. 


128 























7. 함수 쇠 = 2 ;c + ^^ 의 극대값이 0 이 되도록 a 의 값을 구하여라. 

2x-3 

8 . 함수 f{x) = 2 ax 3 - 6bx 2 + 6cx + 9 가 x = -I 에 서 극대 값을 잡고 x = 3 에 서 
극소값을 잠으며 극대값과 극소값의 차는 8이 다. a, b, c 의 값을 구하여 라. 

9. 다음 함수의 증가구간，감소구간，극대，극소를 따지고 대략적인 그라프를 
그려라. 

1) f{x) = x 4 - 2 x 3 + 3 2) f{x) = x 2 {3-x) 

3)/切 = ᄏ 4)/( x ) = -^ 

x +3 1 + x 

10 . 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여 라. 

1) y = 2x 3 - 9x 2 + 12 x - 3, 0，1 

2) y - x + 、 [7, 0, 4 

3) y — x — 나 8 - x 2 , _ 2 , 2 

4) y = \ -\- 36 x + 36 x 2 - 2 x ^, -10,4 

11 . 다음 명제들에서 옳은것을 갈라내여 라. 

1 ) /'(>) = 0 인 점 x 의 왼쪽과 오른쪽가까이 에서 함수의 증가，감소는 서 로 

바권다. 

2 ) /'(>) = 0인 점을 가지지 않는 함수는 늘 증가(감소)한다. 

3) 극대값은 극소값보다 작지 않다. 

4) 함수의 최소값은 극소값들속에 있다. 

5) 주어진 구간에서 득 하나의 극대점(극소점)을 가지는 함수는 그 점에서 
최대값(최소값)을 가진다. 

6 ) 뜻을 가지는 점으로서 미분불가능한 점과 정류점 이 없으면 극점도 없다. 

12. 반경 이 R 인 반원에 내 접하는 직4각형가운데 서 면적 이 가장 크게 되 는것 을 
구하여 라. 

2 2 

13. x , 少자리표축에 평행인 변을 가지는 직4각형을 타원 ~ + ~ = 1에 내접시키되 

a 公 

그 면적을 가장 크게 하여라. 

14. 반경 이 R 인 구에 체적 이 가장 큰 원기 둥을 내 접시켜 라. 

15. 처음속도 v ᄋ 으로 땅면에 수직되게 쏘아올린 물체의 운동경로는 义 = vj - 丄以 2 이 다. 

물체가 가장 높이 올라갔을 때의 높이를 구하여 라. 

16. 가로자름면이 직4각형인 보의 세기는 가로자름면의 너비와 높이의 2제곱에 
비례한다. 직경이 J 인 원목으로 세기가 가장 큰 직4각형자름면보를 만들려면 
보의 가로자름면의 값을 어떻게 잠으면 되겠는가? 
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17. 다음 함수의 미분을 구하여 라. 

1 ) y = (1 + x 2 ) 3 2) y = tan 4 x 


3) y = lncosx 


4) y - e x lnx 


5) y = In tan 


n x 
~2~4 


6 ) y = Varcsin 2 x + a 


-x 


18. 다음 함수의 증분과 미분을 구하여라. 

1) y = 3 x 2 - x , 义 = 1 에서 Ax = 0.02 

2) y — — 3 x , — 1 에서 Ax — —0.001 

19. 다음 함수값의 근사값을 구하여라. 


20 . 


1) f { x ) = 5 x 2 - 2 x +1, /(2.01) 

다음 수의 근사값을 구하여 라. 

1 


2 ) f ( x ) = -3 x 3 +2 x , /(-1.99) 


1) 3 V2L1 


2 ) 


3) 


1 


1.024 2 \ i 9 m 

21 . 다음 수의 근사값을 구하여 라. 

1) sin 30 ° r 2) cos 46° 

22 . 다음 근사식 을 이 끌어 내여 라. 

1) tan Ax « Ax 2) ln(l + Ax ) ^ Ax 


3) « 1 + Ax 


23. 흔들이의 주기 구는 공식 T = 2片」: 로 정해진다. 여기서 /은 흔들이의 
길이 이고 g 는 중력가속도를 표시한다. /을 0.5% 늘일 때 구는 약 몇% 느는가? 



복습 문제 


1 . 다음 극한을 구하여 라. 


■: ■、.■■■'、■:■ . ： ：_ : ■'■■■: ，'■■.■■.■''人 ' ， 



1 ) 


3) 


lim 

n^>co 

lim 

n^>co 


5 n 


2 n 


2 


3n + 2 + fi - 1 

노 + 5 - "/1 + 1 ) 


2 ) 


4) 


5 + 3 


n 


lim 

n^>co 


2-y 


lim 

n^>co 



2 


3 n - 、! n 2 - 


n 


2 . 


반경 이 요인 원에 바른 4 각형 을 내접시키 고 이 바른4각형 에 또 원을 내접시 킨다. 
이런 과정을 계속할 때 나오는 원들의 면적의 합，바른4각형들의 면적의 합을 
구하여 라. 

다음 함수의 극한이 있는가? 


1 ) 


3 x 


lim 2 

■X — 5 그 : — Z:) 


2 ) limxcos 


2 




X 


2 


4. 다음 함수의 극한을 구하여 라. 


x n -1 


1 ) 


lim 

n^co 


X 


n 


2 


2 ) lim sin 77 x 


3) 


n^>co 


lim 

n^>co 


^2 sin x -1 
^7 sin x +1 
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5. 다음 함수는 어디서 련속이고 어디서 불련속인가? 


1) /⑴ 


4 — x 


2 ) f{^) = \ x — 3 


, X -7^- 


2 , x 


3) f{x) 


x 2 , x^O 
2 , x = 0 


smx 


4) f{x) 


x^O 


, x = 0 


6 . 다음 함수를 미분하여 라. 


1 ) 7 


ax 2 +bx + c 


3) y = jx 2 -2 

xf{a)-af{x) 
lim ~ 

x_> 幻 ! _ a 


2) fir) 


4) y = x 2 - 6x + 


公/'(公) + /(公) 임 을 증명 하여 라. 


8 . 포물선 7 = 2义 2 과 곡선 기 = 义 3 +2' 2 -1 의 사귐점에서 곡선 기 = 义 3 +2义 2 -1 에 
그은 접선의 방정식을 구하여 라. 

9. 점 (2, -1) 을 지나며 곡선 j ； = jc 2 -4 에 접하는 직선의 방정식을 구하여라. 

10. 점 (-1, -3) 을 지나 포물선 少 = 1 2 -4义 + 1에 그은 접선의 방정식을 구하여라. 


11 . 다음 함수를 미분하여 라. 


1) 少 = (x 3 - 2x) 


2) s = (t 2 — t + 1) 


3) e 


(V_i ) 2 


2 


4) 7 


x 2 -1 


5) y = 2 cos(3x - 1) sin 2x 6) f{cp) = - cot 2 cp 


7) y = tan 一 + 1 + tan3 8) 6 = sin 2 2cp 

i 2 i 


10) y = x 2 sin(sinx) 


11) y = ln 2 (l + cosx) 


9) y 


sinx 2 + cosx 2 


2 _cosx 


12) y = sinx e 


13) y = x e 


2 _ 一 2x 


14) 7 


e + e 


e —e 


16) y = arcsinVl - x 2 17) y 


x +1 
arctan - 

x 一 1 


19) y = e 


arcsm x 


20) 7 


arccosx 
、 ll- x 2 


15) 7 


arccos 


x +1 


18) y = a 


arc cot yfx 
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12 . 다음 함수를 미분하여라 . 


(In x) x 

2 ) 7 

f x Y 

4) 기 

ᅵ、 X + ly 


x 


3) 少 


13. 다음 식 들에 서 少 = 7( 戶 ) 이 다 . 7 ' 를 구하여 라 . 


\sinx 


2 2 


2 


1 ) x 3 + y 


a 


2 ) arctan — = In 、 jx 2 + 
x 


7. 


2 


14. 어떤 점에서 함수 j = 의 그라프에 그은 접선이 jc 축과 45 °의 각을 이루는가 ? 


15. 다음 함수의 지적된 계수의 


도함수를 구하여 라 . 


1) y = x 2 —3x 5 , 少 " = ? ，少 " (0) = ? 2) y = 3 — x 3 , y m = ? 

3) 나 ， ’’ = ? 4) y = ln( X + ^), / = ? 


5) j =、/l + sin 그 : , y ,r = ? 6) y = sin 3 xcos3x , y ,f = ? 

7) 3; = ln(l + x) , 少에 = ? 8) 少 : 으⑶ , 少 w =? 

16. 어 떤 물체 가 법 칙 ^ = - 丄一 -3'- 5 에 따라 직 선운동을 한다. 가속도가 령 으로 

6 

되는 순간을 정하여라. 이때 속도는 얼마인가? 

17. 3； = cosf+sinf 가 다음 관계 식 에 맞는다는것 을 증명 하여 라. 

，-/ + 3，=0 

18. 少 = |닌|의 2계도함수를 구하여라.，(0)이 있는가? 

19. 다음 함수의 증가，감소구간을 구하여 라. 

2 

1) 기 = 3 ᄌ 5 _ 25 ᄌ 8 + 60 ᄌ - 30 2) y = — 一 

x +1 

3) y = x 2 Inx 2 4) y = 3x 3 + 5x 2 + 3x -1 

20. 다음 함수의 극값을 구하고 대 략적 인 그라프를 그려 라. 

x 2 

1) 기 = 3 ᄌ 5 _ 25 ᄌ 3 + 60 ᄌ - 30 2) y =- 

X + 1 

_ x _ -x 

3) y = (x- l)^3x - 2 ^ 4) y = - 
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21. 다음 함수의 최대값과 최소값을 구하여 라. 

1) y = sinx + cosx (0< x <2 7 r ) 

2 ) y = x - 2 sinx (0 < x < 2 刀") 

22. 함수 少 =+ ( xx : 2 + foe + c 에 대 하여 다음것 들을 구하여 라. 

1) 축에 평행인 접선을 가질 필요충분조건 

2) 극대값과 극소값을 가질 필요충분조건 

3) 어 데서나 증가하는 함수이기 위한 필요중분조건 

23. 함수/(지 = ?+3义 2 +3 d + a 가 극값을 가지 기 위 한 以의 범위 와 /(지 의 극값을 
구하여 라. 

24. 함수 /( x ) = x 3 -3 x -14 g ( x ) = ; c 3 + 교 2 +6가 각각 같은 극대값과 극소값을 가 

지 도록 a ， 6의 값을 정 하여 라. 

25. 도함수를 써서 푸는 현실문제를 하나 만들고 풀어라. 



오일레르의 과학연구활동 

과학의 력사가 기록하고있는 큰 발견이나 발명들은 그 어느것이 
든지 결코 쉽게 이루어진것이란 없다. 그 갈피마다에 기록되여있는 
하나하나의 공식이나 리론들에는 사람들의 고심어린 탐구와 노력이 
깃들어있다. 이것은 한생을 고스란히 과학연구사업에 바진 오일레르 
(1707 년-1783년)의 경우를 놓고보아도 그■게 말할수 있다. 

오일레르는 자기 생애의 전기간 886건의 론문을 썼는데 그가운 
데서 근 400건은 그가 맹인이 되여 사망하기 전까지 쓴것이라고 한 
다. 오일레르의 론문들은 수학，력학，천문학，기술공학，철학 등 넓 
은 범위를 포팔하고있으며 그 가치에 있어서도 매우 의의있고 독창적 
인것이다. 

오늘의 대수학과 미적분학교과서에 들어있는 내용의 절반이상은 
오일레르가 창조한것이다. 

그의 저작들가운데서 대표적인 몇가지를 뽑아보면 다음과 같다. 

① 《무한소해석개론》전 2권 (1748 년) 

② 《미분학》전 3권 (1755 년) 

③ 곡선의 극대，극소에 관한 연구 (1744 년) 
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계 3 장.、부정 적 분 



부정적분 

치환적분법과 부분적분법 
여러가지 함수으 I 적분 
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제 1 절. 부 정 적 분 


1. 부정적분의 의미 

어 떤 물체 가 운동법 칙 S = F(0 에 따라 직 선운동을 할 때 그 순간속도는 

v = —= F (，) 
dt 

였다. 이제 물체의 운동속도 v = /(0 를 알고 운동법칙 S = F (ᆻ를 구하는 문제 
를 생 각해 보자. 이 문제 는 



에 맞는 F (이를 구하는 문제로 된다. 

이와 같이 물체의 운동속도를 알고 그 물체가 운동하는 법칙을 알아내는 문제 
는 미분법의 거물문제 즉 함수 F 의 도함수 /를 알고 F 를 구하는 문제로 된다. 


함수 F 의 도함수가 /일 때 즉 

F ⑴ = /(니 

일 때 F 를 함수 /의 원시함수라 고 부론다. 


a[T) ( jc 2 )=2 ;c 이므로 F(;c) = ;c 2 은 /(;c) = 2 ；c 의 원시함수이고 

(ᄌ 2 +3) =2ᄌ이므로 F(x) = x 2 +3 /( jc ) = 2 jc 의 원시함수이다. 


at 2 > 


x 


3、、 


X 


— x + 0.3 


이 므로 F(x) = -x 3 , F( jc ) = 1 jc 3 +0.3 들 


은 다 /(，卜 戶 의 원시함수이다. 


제 


. 함수 묘 가 함수 / 의 원시함수로 된 다는것 을 따져 보아라. 


1) F(x) = 4 - cosx , /(x) = sinx 

3) F(x) = sin 2 x, f { x ) = sin 2 x 
2. 다음 함수 /의 원시함수 묘 를 구하여 라. 


2) F(x) 


2 Vx2 ' 5, /W = W 


1) /( ᄌ) 


x 


2) f { x ) = x 3 + x 3) f { x ) 


4) f { x ) 


cosx 


. 다음 함수들가운데 서 /(^) = 2义 의 원시함수를 갈라내 여 라. 


x 2 , x 2 +1, 2, — ?_0.1, x 
' 2 


2 


2 
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주어진 함수의 원시함수는 하나만이 아니 라 무수히 많다. 

일 반적 으로 F y} / 의 원시함수이면 임 의의 상수 C 에 대 하여 F(x) + C 모양의 
함수는 / 의 원시함수이다. 

이 때 乂 의 원시 함수는 다 F ( x ) + c 모양의 함수로 표시 되 는가 하는 문제 가 나선다. 
이제 F 가 /의 한 원시 함수이고 G /의 임의의 원시 함수라고 하면 


G ( x )- F ( x ) = G f ( x )- F f ( x ) = /( x )- /( x ) = 0 

그런데 도함수가 0 인 함수는 상수뿐이므로 

G ( x )_ F ( x ) = c 


이 로부터 



+ c 


이 리하여 F 가 /의 원시함수이면 /의 모든 원시함수 


모양을 가진다. 


F ( x ) + c ( c 는 상수) 


함수 / 의 한 원시함수를 F 라고 할 때 
F ( x)+c ( c 는 임의의 상수) 

를 함수/의 부정적분 이라고 부르고 다음과 같이 표시한다. 



여기서 ᅵ 를 적분기호， / 를 피적분 함수，를 적분 변수， C 를 
적분상수라 고 부른다 

F " = / o f f ( x)dx = F ( x ) + c 


려1 국) 1) ( x 2 ) = 2 k 나* 2 xdx = x 2 +c 


2 ) 


_ X 


x 2 o 


| x 2 dx 


— X + c 


자유락하하는 물체의 속 


ᄃ T- 


— 공기 의 저 항을 무시 하면 V 


gt 이 므로 그 


물체가 운동하는 법칙 S=FG) 는 


2 


귀 ) 


gt 이 므로 


S = j * gtdt = — gt 2 + c 
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그런데 여기서 c 는 임의의 상수이므로 이것은 무수히 많은 법칙을 
나타낸다. 이가운데서 하나의 법칙을 정하자면 상수 c 를 정하기 위한 

























조건을 주어야 한다. 례를 들어 물체가 떨어지는 거리 S 와 시간 
물체가 떨어지기 시작하는 순간부터 잰다고 하면 广0일 때 s=o 즉 


이므로 


s ( o)=o 


s ( 0 ) = 丄 g . O 2 +c = 0 

이로부터 c =0 

이리하여 이 경우에 물체의 운동은 


S 


2 


gt 


2 


이 라는 법 칙 으로 정 해 진다. 



문 저 


1. 다음 함수의 원시 함수를 구하여 라. 

1) 0 2) 5 x 3) -X 3 4) ， 

2. 다음 부정적분을 구하여 라. 

1) [ dx 2) [ e x dx 3) [ sin xdx 4) [ — 측 — 

J J J J cos 2 X 

여 기서 [ A : 는 (*1 A : 를， [ 一 ^ 一는 [ — ^一 dx 를 표시 한다. 

J J J COS X J COS X 

3 . 어떤 점의 속도가 법칙 v =9.8 H ).003 戶에 따라 변한다. 广0과 广5사이에 점이 움 
직인 거리를 구하여라. t =5 일 때 이 점의 가속도를 구하여라. 

4. 함수 八功에 대해 /'(지 + 打-3 = 0 ,/(1) + /(-1) = 0이 성립할 때 八 jc ) 를구하 

여라. 


2. 적분법 


함수의 부정적분을 구하는것을 그 함수를 적분한다고 말하며 부정적분을 구하는 
산법을 적분법이라고 부론다. 

함수 /(지를 적분한다는것은 그 뜻으로 보아 미분하여/(니가 되는 함수 F (; c ) 를 
구하는것 이 다. 

이 리하여 도함수공식 으로부터 
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a 


In a 


a x f a x dx 


In a 


+ c 


sinx ) = cosx cos xdx = sin x + c 


cosx ) = - sin x sinxJx = -cosx + c 


(ta 


nx 


cos 2 x 




J 


dx 


(cot x ) 


arcsm x 


(arctan x ) 


sin 2 x 


<^> 


cos 2 X 
dx 

sin 2 x 


tan x + c 


- cot x + c 


、/ 1 — 




dx 


x 


2 


X 


.2 


<^> 


Vl - X 2 

dx 


arcsmx + c 


x 


.2 


arctan x + c 


⑴ J 

[* x a dx - 

⑶ j 

j * e x dx = 

( 5 ) j 

[* cos xdx 

⑵ j 

「 dx 

cos 2 X 

(9) j 

「 dx 

1 U 2 


x 


.a+l 


幻 f + 1 


기본적분공식 

+ C {(X ^ — l) 


X 


C 


tan x + c 


arcsm x + c 


x 


⑵ 


dx , 

—— = lnx + c 
x 


(4) f a x dx = ——— h c 

J In 公 

(6) [ sin xdx = - cosx + c 



— cot x + c 

= arctan x + c 


부정적분의 정의와 미분법의 규칙으로부터 다음과 같은 부정적분의 기본성질 
((1)， (2)) 과 적분계산규칙 ((3)， (4)) 을 얻을수 있다. 


⑴ (J f{^)dxy = f{x) 

(2) J f ’ {x)dx - f{x)+c 

k 는 상수) 

dx 土 [ 요(ᄌ) dx 



(증명) (1), (2) 는 부정적분의 정의로부터 곧 나온다. 
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(3)，(4) 는 | f { x)dx - F ( x ) + c <^> ¥ r ( x ) = /(义) 라는 관계 를 쓰면 다음과 
같이 곧 증명된다. 

(3) { k ^ f { x ) dx ^ = k {^ f { x ) dx ^ = kf { x ) 이 
| kf { x)dx = f { x)dx 이 다 . 


로 


⑷ 


J /( ᄌ)쇼 ± \ g ( x)dx = (J f ( x ) dx ) ± (j g ( x ) dx ) = f { x ) ± g ( x ) 
이 므로 | [/( x ) 土 g { x)\dx = | f { x)dx ± | g { x)dx 


간단한 함수들은 기 본적분공식 과 적 분계 산규칙 을 씨 서 직 접 적 분할수 있 다. 


3 f [ (1) | (2 x + cosx)dx = 1 2 xdx +1 cosxdx = 2| xchc +1 cosxdx 


x 


i+i 


w * 2 * 

2 - \- c l -\ - sinx + c 2 = x + sinx + c(c = c 1 + c 2 ) 

1 + 1 


(2) | ( x 2 - 3 e x + 5) 쇼 = | x 1 doc - 3| e x dx + 5| dx 

— _ + - (3 c x + (나 )+ 5 x + c ' 


— x — 3 c x + 5 x + c (^c — C | — Cj + 


적분을 여 러번 할 때 적분상수는 매번 쓰지 않고 마감적분을 한 다음 하나만 쓰 
면 된다. 


aT^) 1) 


■Jx^jdx = j* x 5 dx + j* 


x' 


dx 


x 5+1 X 


-+1 

2 


5 + 1 


—+ 
2 


+ c 


X 


.6 


6 


+ — Vx ^" + c 


3x^ + x + 2 


2 ) 


x 


.2 


dx 


J 


2 


3x 2 x 

7 + 7 + 


dx = 3\ dx + 


J 


dx ᅳ i _ 2 


2 x dx 


x 


3 x + lnx + 2 - 


x 


- 2+1 


-2 + 1 


+ c — 3 x + In 


x 


2 

- h C 

X 


aT^i) 


2 ᄌ 


2 ^ 5Sm 2 


dx = ^2 x dx -5 


1 - cosx 7 2 X 5 5 . 

- dx —- x + — sin x + c 


2 


ln2 2 2 


2) 능어 


x 


2 


1 - 


+ X 


2 


djc — J* 


1 - 


+ x 


2 


dx = \ dx -\ 


dx 


+ X 


2 


x - arctan x + c 


례 4 J ) 어떤 곡선의 점 ( x , 少) 에서 이 곡선에 그은 접선의 방향결수가 k = 1 -x 
이 다. 곡선이 점 (1， -5) 를 지 난다는것을 알고 그 방정식을 구하여 라. 
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(풀이) 구하려는 곡선의 방정식을 j = / (치라고 하자. 도함수의 기하학적의미에 의하여 

y r = l-x 

두 변을 적분하면 

| y'dx = J (1 - x)dx 


2 


X 

v = x - 1 - c 

2 

그런데 곡선은 점 (1， -5) 를 지나므로 

I 2 11 

-5 = 1- — + c,c = —— 

2 2 

따라서 구하려 는 곡선은 다음과 같은 포물선 이다. 


x 2 11 


少 = i 


2 2 


TZT 


제 


1 • 다음 부정적분을 구하여라. 


1) | ( x 12 -5 x 6 )ix 


+ x + 2 


3) 


dx 


x 


2 . 다음 부정적분을 구하여라. 
1) | ( x 3 - 5 sinx)ix 2) 


5) j (： 


2 ) 


x 2 x 5 
3 2 x 


x 


2 


dx 


_ X + 1 


4) 


^[x 


dx 


2 ᄌ 


1 + COS 

v 2 


dx 


4) 




Vx " 


2 


-4 sinx 


dx 


^ X f^X^rX 


^jdx 


3) | (2 tan x + l)cosxJx 


6 ) \^Cdx 


1 + x 


2 


련습 문제 


다음 같기 식 에 맞는 함수 乂(戶) 를 구하여 라. 


1 ) f r { x ) = 2 x ' 


2) f f ( x ) = (l - 3 x) 2 3) I f { x)dx 


— + c 


2 . 다음 부정적분을 구하여라. 
1 ) | 5 x 3 dx 

4 ) J (2 - e\e + \)de 


2 ) j (- x 5 )ix 


7) 


dr 

r 


5) j ( ax 2 +bx + c)dx 
3 2 ' 


3) dx 

6 ) j (x - 2) 3 dx 


8 ) 


sin 2 1 cos 2 1 J 


dt 
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. 다음 부정적분을 구하여 라. 


1 ) 


2 


x 2 dx 


f 

2) J Vx 


x 


\[x 


chc 


3) 


1 一 x 




chc 


4) 


3 u z -1 


du 


u 


2 


7) 


x 


X 


sm —+ cos — 
v 2 2 

f 


dx 


5) p 키 v 

J 、lv 

8) | (x 10 -10 x )ix 


6) 


dx 


sm 2 xcos 2 x 


9) | (2 幻，- 3, )♦ 


10 ) 


x + 


2 X 


X 


dx 


이 


x 2 -3 
2~ 


X 


chc 


12 ) I tan 2 xdx 


4. 함수 / 솨 = '- 义 2 의 원시 함수가운데서 다음 조건에 맞는것 을 구하여 라. 

1 ) x =0 일 때 그 값이 0 이 다. 

2 ) ； c=l 일 때 그 값이 - 1 이 다. 

5. 다음 조건에 맞는 함수 _/(戶)를 구하여라. 

1) f { x ) = l - x , /(0) = 1 2) f \ x ) = {lx - 1)(2 - x )， /( l ) = 3 


3) f f ( x ) = sin x + cos x , f 


n 

~1 


2 


6 . v = Rt + a、fi 의 속도로 어떤 점 이 움직 인다. 戶0과 戶4사이에 점 이 움직 인 
거리를 구하여라. 广4일 때 이 점의 가속도를 구하여라. 

7. 직 선운동을 하는 물체 의 가속도가 a = 0.6 一 + 0.8^ + 0.5 이 다. 운동을 시 작하여 
1 초 지 나서 속도는 v = 2.1 m / s , 지 나온 거 리는 '=1.933 m 였다. 2초 지난 순간의 

속도와 첫 2 초동안에 지나간 거리를 구하여라. 

8 . 어떤 곡선의 점 MU ， J ) 에서 그은 접선의 방향곁수가 소 =2； c +3 이다. 곡선이 점 
( 0 , 1 ) 을 지난다는것을 알고 그 방정식을 구하여 라. 


제 2 절. 치환적분법과 부분적분법 


1. 치환적분법 

기본적분공식을 씨서 직접 적분할수 없거나 적분하기 힘든 부정적분에서 적분변 
를 다른것으로 적 당히 바꾸면 쉽게 적분될 때가 있다. 

부정적분 ]*/쇠쇼에서 적분변수 X 를 다음과 같이 바꾸자. 

(p (t) 

이때 합성함수의 미분법규칙에 의해 

= 쌔 • 에 ) =/WM0 

at dx at 


이 므로 다음 적 분공식 을 얻는다. 
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_ _ Q 

XI 

J f ( x)dx = J f [( p { t )] ( p \ t)dt 


이 공식 에 의한 적 분방법 을 치환적분법이 라고 부론다 

치환적분공식은 형식상 '자리에 。 W 를 넣 고 (太:자리에 는 미 분 dx = (p r (t)dt 를 넣 
어 적분 ]* f\(p{t^[(p'{t)dt 로 계산하게 되 여있 다. 

이것은 부정적분의 표시 j */ 쇠次 X： 에서 기 호 쇼는 형식상 x 의 미분을 표시한다는 
것 을 보여준다. 

례 1: 〉 j* ( 2 x + 1) 3 dx 를 구하여 라. 

(풀이) 2 x + l=t 즉 ; c = 느^ 로 바꾸면 

2 

(2x+l) 3 =f ， 손 = 丄이므로 치환적 분공식 에 의하여 

dt 2 

f ( 2 x + 1) 3 dx = (V •丄소 = 丄•느 + c = — (2x +1) 4 + c 
JV 7 J 2 24 8 


aTT) J 



dx 를 구하여 라. 


(풀이) Vx 3 +5 = t 즉 ; c 3 +5 = 戶으로 바꾸자. 이 경우에 를 녜 관해서 표 
시하자면 한 공정 더 계산해 야 한다. 그런데 치환적분공식에서 기호 dx 
가 형 식상 x 의 미 분과 같다는것을 고려하면 

2t 

3 x 1 2 dx = 2 tdt , dx = —— -dt 이 므로 

3 x 2 




+ 5 + c 


문 제 


1. 다음 적분을 구하여 라. 

1) | (l - 2 x) 5 dx 

2. 다음 적분을 구하여 라. 



1) [^jlx + ldx 2) f dx 3) j * sin 5次/分 

J J v 5 x-l J 


3) 



du 
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. 다음 적분을 구하여 라. 


1 ) 


1 一 X 


2 


dx 


2 ) | \ l 3 x -2 dx 3) | sin (3<9-2) j <9 


다음 공식 이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. (4-5) 


4. 

j * f\ax + l 

5. 

\^dx 

• 

1 / o ) 


j 


a 


chc = lnl /( x )| + c 


dx 


(풀이) 


2 , 2 

: +X 

dx 

一 2 ~, 2 

a +x 


를 구하여 라. 
dx 


a 


2 


2 


X 

乂 aj 
x 

a 


dx 


公 2 + x 2 


a 2 J l-\-t 


J 


a 


2 


dt 


즉 ；c = 섰로 바꾸면 

dx = adt 이 므로 
dt 


아 

n ^ 


ci 1 + / 


2 


— arctan t + c 
a 


丄 x 

— arctan — + c 
a a 


aiQ 


dx 


2 


를 구하여라. 


、! x + a 

(풀이) 뿌리 기호를 없애 기 위하여 다음과 같이 특수한 치 환을 한다. 


2 


x -\-a = t - x , t = x -\- 


、l x 


2 


+ a 

.2 


이때 


x 2 + a 


2 


- 2 tx + x 2 , x 


_ a 


it 


2 


x 2 +a = t- L _ a 


2 


+ a 


It 


It 


2 


dx 


+ ci 


2 


2 


dt 


따 _ 리 • 乂 ] 
dx 


x 2 + a 


J 


It 


.2 


2 


+ ci 2 


+ a -dt= rdt 


2 


\nt + c = In 


x 니 x 2 + a 


+ c 


— x 2 dx 를 구하여 라 . 

(풀이) 이 경우에 는 뿌리 기호를 벗 기는 방향에서 변수를 ;c = siiU 로 바꾸면 

l-' 2 =l-sin 2 戶 cos 2 호， dx=cost dt 이 므로 















































| x 2 dx = 


-sm 


2 


costdt = Jcos 2 tdt 


cos 2 1 = — (l + cos2 ^) 이 므로 


| Vl - x 2 rfx = — | (l + cos 2 t)dt 


2 


t + 


sin It 
2 


+ c 


그런데 t = arcsinx 


sin2 /^ = 2 sin ^ cos = 2 sin ^ Vl - sin 2 t = 2 x 、 jl - x 2 이 므로 




l - x 2 dx = — arcsin x + — x ^[ b - 
2 2 


x 2 + c 


례 


으) | cos 2 x sinxJx ^- 계 산하여 라. 


(풀이) COSJf :》 로 바꾸면 


- sin xdx = dt，dx 


dt 


smx 


따_ 리 • 乂 ] 


cos 2 x sin xdx 


J 


2 


smx 


smx ) 


dt = t 2 dt 




- h C = 




cos 3 x + c 


■□r 


제 


1 . 다음 적분을 구하여 라. 


1 ) 


dx 


V5^ 


x 


2 


4) 


x 


.2 


、/ 1: 


dx 


x 


.6 


2 . 다음 적분을 구하여 라. 


1 ) 


e 


X 


、! e 


dx 


x 


-2 


4) 오、 I a 2 - x 2 dx 


. 다음 적분을 구하여 라. 

1 ) \ sin 2 x cos xdx (sinx 


2 ) 


dx 


、 l 2 - 3 x 


2 


5) 


dx 


+ X + 1 


2 ) | ^4- x 2 dx 


5) 


dx 


a/3x 2 + 2 


3) j 


dx 


r\ 2 . 2 

2 +x 


6 ) 


dx 


3 x 2 一 2x +1 


x 2 - 4 


3) 


x 


dx 


6 ) 


dx 


ax 2 + 公 


2 ) \ tan xdx (cos x-t 


3) \ cot xdx (sinx 


4) I sin 6 xcosxJx (sinx 


5) I sin 2 xcos J xdx (sinx 


6 ) \ cos 3 2xsin 3 xdx (cosx = t 
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2. 부분적분법 

함수 u — u { x \ V = v ( x ) 가 미 분가능하다고 하자. 이 때 


두 변을 적분하면 
이 로부터 


[ uv ] = UV + UV 


uv + c = uvdx + uvdx 


| uv'dx = wv - j * u’vdx + c 

상수 c 를 적분 功 c 에 포함시켰다고 보면 다음 공식을 얻는다. 



X 

| uv’dx = i / v-J uvdx 

-j 

o 



이 공식에 의한 적분방법을 부분적분 법이라고 부론다. 

부분적 분공식 은 적 분 | uv'dx 계 산을 적 분 | u ' vdx ^\ 계 산으로 넘 긴 다. 

그러므로 이 두번째 적분이 첫째 적분보다 쉽게 계산할수 있는 경우에 널리 쓰인다. 


례 | xco ^ xdx ^ 구하여 라. 

(풀이) u = x , v f = cosx ^ 보면 

u - 1, v = sinx 이 므로 

x cos xdx = x sin x - 1 • sin xdx 


i 다 리•乂] 


u V / U V y[ v 

x cos xdx = x sin x -\- cos x + c 


3>J x arctan xdx 를 구 하 여 라 . 

( 풀 0 [) u = arctanx, v' = x 


f 

u = 




2 


이므로 


j* x arctan xdx = 



arctan x - 




dx = 



x 

arctan x -+ c 

2 


[이 x 2 e_ 2x dx 를 구하여 라. 

(풀이) u = x \ 1 / = ^느로 보면 
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사 ， v = 기 므로 


x 2 e~ 2x dx 


tr 


2 — 2 x 

- X C 

2 

一 2 x 


xe~ 2x dx 


번째 적 분에 서 u = x , v f = e 로 보고 다시 부분적 분을 하면 


x 2 e~ 2x dx = ~ — x z e 


2 _ 一 2x 


2 2 2 


xe~ 2x + —| e_ 2x dx 


2 — 2x 一 2x 一 2x , 

—— x e —— xe - e + c 

2 2 4 


- 6 

2 


-2x 


x 2 +x + — 
V ' 


+ c 


nr 


제 


1 . 다음 부정적분을 구하여 라. 

1 ) xsin xdx 2 ) [ xe x dx 


3 ) xcos 2 xdx 


2 . 다음 적분을 구하여 라. 
1 ) Inxdx 


2 ) \ arctan xdx 


4) I x 2 cos xdx 


5) I x 2 sin 2 xJx 


4) xlnxdx 


이 


lnx 
^~ 

x 

2 _3x 


chc 


6 ) x e dx 


련습 문제 


1 . 다음 적분을 구하여라. 


1 ) | {ax + b) m dx 2 ) | cos(ax + b)dx 3) | 


dx 


5) 


dx 


cos 2 5 x 


6 ) \— 2 

J sm 


dx 


C 1 -■ᄌ) 


2 . 치환적분법으로 다음 적분을 구하여라. 


1 ) 


dx 


2 


(x + l) 


广 2 

5) xe x dx 


2) j 


cosx 
1 + sin x 


dx 


6 ) \ l ^dx 


x 


9) j 


smx 


V2 


dx 


10 ) I cos ^ xsin 2 xdx 


\ l 2-3 x 


7) I e~ 2x+3 dx 


4) 


8 ) 


dx 


3 一 4 x 


t 


、ll — 


dt 


2 


3) [ sin 3 xcosx^x 4) [ cos 5 xsmxdx 


7) [ cos 5 3 xsin 3 xJx 8 ) 


dx 


xln 2 x 


11) I sin 3 3 xcos 2 3 xdx 


cosx 
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. 다음 공식 이 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 

jw) dx = im+c 

4. 3 번의 공식 을 씨서 다음 적 분을 구하여 라. 


1 ) 


x 


dx 


2 


2 ) 


x 

5. 부분적분법으로 다음 적분을 구하여라. 

1 ) | x ( sin 5 x - \)dx 2) | xarccx)t xdx 

4) | xln 2 xdx 5) jln(l + x)dx 

6 . 부분적분법 으로 다음 적 분을 구하여 라. 


1 ) I x 2 \nxdx 2) I sinxJx 


cosx 


smx 


dx 


3) | xln ( x 2 - ijdx 
6 ) | { x 2 + x ) ln(x + \)dx 


3) I e x sin xdx 


4) I e x co^xdx 


제 3 절. 여러가지 함수으 I 적 


너 

nr 


1. 분수식의 적분 

2x +1 


프 LL) 


(ᅳ x : + 1) (그: _ 2:) 


dx 를 구 하 여 라 . 


(풀이 ) 피적 분함 


ᄅ 


ᄅ 


2 x + l 


A + B 


{^x + 1)(义 _ 2) x +1 x _ 2 


와 같이 변형한다. 


A , B 를 정 하기 위하여 오른변을 통분하고 두 변의 분자를 비 교하면 

2 x + 1 =A ( x ~2) +B ( x +1) 

이것은 늘같기식이므로 

； c=-l 일 때 2(-1)+1 =-3 A , A = - 


x : 


2 일 때 2.2 + l = 3 B , B 


1다 리•乂] 


2x +1 


(jc + 1)( 义 _ 2) 3、ᄌ + 1 x - 2 


이 므로 


2x +1 


I c dx 5 c dx 


(x + l)(x -2) 3 ^ x +1 3 J x -2 


r ax 

J V — 


一 In x \ — In x 一 2 


c 


































참분수식은 분모가 1 차식 또는 2 차식 또는 그것들의 제곱인 참분수식들의 합 
로 분해된다. 

례를 들어 다음과 같다. 

4x^ + 2x + 7 

(x + l)(x - 3) 3 (x 2 + x + 2) 2 

A B C D Ex + F Gx + H 

x + l (x - 3) 3 (x - 3) 2 x-3 ( ； c 2 +；c + 2) 2 x 2 + x + 2 

이 와 같이 분해하는것 을 참분수식 을 부분분수분해한다고 말한다. 


WT ) i = 


，숭를 구하여라. 


(풀이) 피적분함수는 참분수식 이다. 


이 분수식을 부분분수분해하면 

5x^ - x + 8 A + Bx + C 
x { x 2 +4) x x 2 + 4 

오른변을 통분하면 두 변의 분모가 같아지므로 분자도 같아야 한다. 즉 

A ( j 2 + 4) + (^Bx + — 5 x ^ _ x + 8 

+ B>f2 + (^x + 4A — - x + 8 


두 변에서 x 의 같은차마디의 곁수들을 비교하면 

( A + B ) =5, C = -1， 4 A =8 


여기로부터 A =2， B =3， C=-l 


i 다 리•乂] 


나 - 1 


x 2 +4 


dx = 21 nx + 3 


x 


21 nx + — lnlx 2 + 4— arctan — + c 


x 


x 


2 


4 


dx ~^- 


4 


dx 


2 


2 


2 


■]) J 곳^’• 구하여라. 


(풀이) J 


x — 2 

_ X + 1 



dx 



2 


， ^ 네기 ᅪ꾸면 
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J 


x — 2 


_ X + 1 


dx 


J 


t - 


2 


dt 


2 




4 


누게 


dt 


2 


4 




4 


2 ln 


2 


t ᄀ 


-In 

— X + 1 

2 



3 2 2 

- f arctan — F = : t + c 

2 V 3 V 3 

- V 3 arctan ^ + c 

a /3 


■QT 


제 


다음 적분을 구하여라. 
dx 


1 ) 


x 2 -1 


2 ) 


dx 


(^x + + 2) 


3) 


3 x — 1 


(2 — — 3:) 


dx 


4) 


x 


2 


x(x + 1 ) 


dx 


2 . 다음 적분을 구하여 라. 


1 ) 


x 


x 2 一 3 x + 2 


dx 


. 다음 적분을 구하여 라. 

dx 


1 ) 


x 2 (x 




3) 


4 x-l 


(x + 2 )(x - 3 ) 2 


dx 


4. 다음 적분을 구하여라. 

x 


1 ) 


3) 


x 2 + 3 x + 2 
x 

一 5x +1 


dx 


dx 


5. 다음 적분을 구하여 라. 

dx 


1 ) 


+ X + 1 


4) 


x 


2 


dx 


x + 2x + 


2 ) 


2 x + 3 


— 5x + 6 


dx 


2 ) 


4) 


2 ) 


4) 


2 ) 


x 


2시 — x +1 


dx 


5) 


xx 


2 


1 ) 


chc 


3) J 


x 2 + x-l 

x 3 + x 2 -6 x 


dx 


dx 


(x - 1) 2 (x - 2) 
x 2 + 2 

(x + 1) 3 (x - 2 ) 


dx 


5 x + 6 


3x 2 - 4x +1 
2 — 3 x 


dx 


一 6x +1 


dx 


3) 


3 x + 2 


x 2 一 3 x + 3 


dx 


6 ) 


1 


dx 


x 
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2. 무리식의 적분 


Mj>J 


X' -ifx 


2 


%[x 


dx 를 구하여 라 . 


( 풀이 ) 


\lx 2 -\[x 


%[x 


dx = ^ 


2 


-x 


4 


-dx 


x 


6 


义의 분수지수 ᅩ 

3 

' = 가 2 로 치 환하면 


，一의 최소공통분모를 구하면 12 이 다 . 


chc = I 2 t n dx 


2 


t. >8 4 -^3 f. v.2 

X 3 = t , I 4 = 효 , x b = t 


I 다라써 


X 


2 


- ifx 


%[x 


dx — j * 


1 ~ V - 11 ^ 세 17 고 2 ) dt 


2 


\ 2 t n dt = \2 


1 (， 


t 


12 


.18 


18 


2 18 12 


2 


12 


18 丄소 丄 13 . _ 사 l .：5 丄“ _ 그2』 


— t - 1 + c — — x - X 

3 13 3 13 



+ c 


[ 르 ) J 


dx 


( 풀이 ) 


(1 + + X + ^/l + X 

dx 


를 구하여 라 . 


(1 + x^Vl + ^ + a/1 


- 1 

r dx 

+ x J 

(1 니 

+ (1 + x) 


1 + i 의 분수지수 一,一 의 최 소공통분모는 2 이 다 . 

2 2 

1 + ' = 호 2 으로 치환하면 
dx = 2 tdt 


(1 + X^j = ，크 ， (1 + 


I 다라써 


dx 


(1 + x)、ll + X + Vl + x ^ t 3 -\-t ^ t 


2tdt 2f 』 L=2arctan，+ c 


2 
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2 arctan vl + x +c 








































nr 


제 


1. 다음 적분을 구하여 라. 


1) 


、「c 


Vr 


dx 



dx 3) 


dx 


\j\ + x - Xj\ + x 


이 


X 


、J X — 1 


dx 


2. 다음 적분을 구하여 라. 
xdx 


미 


ax + b 


2) 


dx 


X \ -yj {x + 1) 


3) | xj— — -Jx 

X + 1 


3. | sin mxcos nxdx, | cos mxcos nxdx, | sin mx sin nxdx^.^9\ 

이 런 모양의 적 분은 다음과 같은 삼각공식 을 씨 서 피적 분함수를 합 또는 차로 
고치면 쉽게 적분된다. 

sinmxcosnx = — [sin(m + n)x + sin (씨 - n)x\ 

1 

cosmxcosnx = — [cos(m + n)x + cos (씨 - n)x\ 


sin mx sin nx = — [cos(m - 


n)x- cos 


(m + n)x\ 


례 r^) Jsin5xcos3xJx^- 구하여 라. 


(풀 0 [) sin 5x cos 3x = — (sin 8x + sin 2x) 이 므 로 


sin 5x cos 3xdx 


1' 

sin 8xdx + sin 2xdx 

1 

2^ 

! J 」 

~2 


cos8x cos2x 


2 


+ c 


슴 (cos 8x + 4 cos 2x) + c 


례 D j*sinsin 5 지쇼를 구하여 라 . 


(풀 0 [) sin 8x sin 5x = — (cos 3x - cos 13x) 
이 므로 


sin 8x sin 5xdx = 승 [ J cos 3xdx - J cos 1 3xdx] 


2 


sin 3x sinl3x 
13~~ 


+ c = —sin 3' - sinl3x + c 

6 26 
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문 제 


1. 


다음 적분을 구하여 라. 
1) \ sin 3x sin 2xdx 


3) f sin —cos — dx 
1 2 12 

2. 다음 적분을 구하여 라. 

1) J cos x cos 3x cos 5xdx 

3) |sin 2 xcos 2 xdx 


2) |cos5xcos3xJx 

4) f cos3xsin —Jx 

J 6 

2) J sin ᄌ sin 2x sin 3xdx 
4) \ sin 4 xcos 4 xdx 


4. sinx 와 cosx 에 관한 분수식 의 적분 

sim 와 cosjc 에 관한 분수식의 적분은 

x 

tan — — t 
2 

로 치환하면 ᄉ에 관한 분수식의 적분으로 이끌어진다. 이때 


x = 2arctaiU, dx =- -dt 

\ + t 2 


. - . x x 

smx = 2sm —cos — 

2 2 


x 


x 


2 tan 


2 tan —cos 2 — 
2 2 


x 

2 


sec 


2 


X 


2 


2 tan 


x 

2 


It 


2 X 

2 


l + t 


2 


cosx = cos 


2 


X 


2 


sm 


2 


X 


2 


cos — 
2 


2 지 1 . 2ᆻ 


1 - tan 


2 


1 - tan 


2 


X 


2 1- 


2 


1 + tan 


2 


X 




2 


l + t 


2 


례 


이 


dx 


smx 
x 


(를이) ^2 


를 구하여라. 


효로 치환하면 


f dx 

f 1 

^ sinx • 

1 It 


2 


1 +효 


2 


dt 


r 1 

X 

\-dt = In 

tan — 

' t 

2 


+ c 


l + t 


2 



chc 

1 + sinx + cosx 


를 구하여 라. 


(풀이) tan ^ = 효로 치환하면 

2 
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chc 


1 + sinx + cosx 


J 


1 


2 


It 


l-t 2 \ + t 


2 


dt 


J 


2dt 


1 + / 2 + 2 호 + 1 — t 


2 


1 +， 2 

2dt 


1 +， 2 

dt 


t + 1^ t 


IrU +1 + c = In 


x , 
tan —卜 1 

2 


c 


nr 
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1. 다음 적분을 구하여 라 . 

chc 


1) 


3 + 5cosx 


2) J 


cosx 
1 + cosx 


dx 


smx 


3) J 구 

J 1-si 


dx 


4) 


dx 


smx 


smx + cosx 


2. 다음 적분을 구하여 라 . 


1) 

3) 


dx 


5-4sinx + 3cosx 
1 + sin x 


sin x(l +cosx) 


dx 


2 ) 


cotx 

sinx + cosx-1 


dx 


련습 문제 


1. 다음 적분을 구하여 라 . 
1} 


3) •l ， (x + lXx + 2Xx + 3f X 

2. 다음 적분을 구하여 라 . 



dx 



4) 



dx 


1) 


3x 一 1 


+ x _ 6 


-dx 


2) [ 2 ᄌ나 — dx 

J X + X + 1 


4) 




3x — 2 


+ X + 1 


-dx 


3. 다음 적분을 구하여 라 . 


3) 



dx 

— x + 2 


6) 습 一 0 ) 
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4. 다음 적분을 구하여 라. 



2) J 


chc 


5) 


^[x + \[x + 2\[x 
chc 

(x + 2) 5 


5. 다음 적분을 구하여 라. 

dx 


D I- 


이 


sinxcos2x 
dx 


2) J 


smx 


5 + 4sinx 
. 다음 적분을 구하여 라. 
1) \ sin5xcosxJx 


5) 


sinx + 2cosx 
dx 


-dx 


1 + sin 2 x 


3) 


dx 


x 


+1 + \l x +1 


3) 


dx 


6) J 


5 -3cosx 
dx 

2 + 3cos 2 x 


2) | sin 2 그: cos 2 5义쇼 


2 


3) I cos 2 ax cos 2 bxdx 


2 


4) [ sin x sin — sin — Jx 

2 3 


5) | cosxcos —cos —Jx 

2 3 


6) [ sin x sin (x + a)sin(x + b)dx 



1=1 少、 
: 土〒 S 


[] 

nr 


제 



i. 다음 함수 표가 /의 원시함수라는것을 따지여라. 


1) F(x) = x ， f{x) 


1, X G (0, + 的 ) 

— 1, X G (— 00 ? Oj 


2) F ⑴ 


x 


x 


2 


， f( x ) 


x 


，X G (- 00, +00 


2. 다음 부정적분을 구하여 라. 


1) I 3ax 4 dx 


2) J(2^ 3 -t 2 )dt 


4) J (2义 -1)(2 - 3义)넜\: 5) |-1) 3 dt 


7) J( 


2 


a + bx dx 


8) J 


x 


1 + X 


2 


chc 


3) 


x 


2 


4 3X 2 


dx 


6) j {lu - 3 \iu 
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3. 다음 부정적분을 구하여 라 . 


이 


x 


dx 


2 


2) f x 2 Vx 3 + Idx 


3) [sin 5 xcosxdx 


4) [ cos 2 xsinxdx 


7) [ cos3xcos4xJx 


5) I tan 2 xdx 


x 


8) sin —cos — dx 

2 12 


4. 다음 부정적분을 구하여 라 . 


1) | {e~ x + 

5) [ ^m{\nx)dx 


9) [ sin Pxdx 


2 ) 


x 


、l 3 — 4x 


dx 


6) 片 


xcosx 


dx 


sm x 


10 ) 


cos Pxdx 


6) B 


COS X 


dx 


sm x 


3) | x^x-2dx 4) 


dx 


x 2 -49 


7) |cosx • 10 smx Jx 8) | — 


x 


dx 


sm x 


5. 의 값에 관계없이 늘 ]*(21 + 3>〉0 이 성립하도록 적분상수 c 를 정하여라 . 

6. 다음 부정적분을 구하여 라 . 

1) | f'{2x)dx 2) | x f”(、x)dx 


새로 나온 수학 - 돌변론 

프랑스의 수학자 똠 (1923 - ) 은 1960년대에 불련속현상，비약현 
상을 묘사하고 해석할수 있는 새로운 수학〈〈■변론〉〉을 창시하였다. 

미분，적분과 같은 해석학은 상태의 련속적인 변화과정을 묘사하 
고 해석하는 수학이다. 그려나 창문에 돌이 맞는 순간 유리가 깨지는 
것，올려뿜는 분수의 물줄기가 순간 정지되였다가 아래로 떨어지는것， 
물이 갑자기 얼거나 증발하는것，생물에서 세포의 발생과 증식 등과 
같이 불련속적으로，비약적으로 일어나는 현상은 지금까지의 수학으 
로는 풀수가 없었다. 이런 현상을 묘사하고 해석할수 있는 새로운 
수학《를변론》이 나온것은 20세기 수학의 획기적인 사변으로 보고 
있다. 

돝변론연구는 아직도 시작에 불과하다. 그런데 여기에는 고급한 
수학도 알아야 하므로 공부를 많이 하지 않고서는 발을 들여놓기가 함 
들다. 똠은〈〈돌변론〉〉의 발견으로 1968년에 필즈상을 받았다. 

돌변론이 나옴으로써 지금까지 해결하지 못하고있던 적지 않은 문제 
들이 해결되였다. 특히 생물에서 갑작변이 갈은것은 돝변론으로써만 
있는것이다. 
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저절. 정 적분 

1. 정적분의 의미 

구간 [ a , 6] 에서 련속인 함수 / 가 주어 졌다고 하자. 늘 /(지> 0( a < x <6) 이 라 
고 하면 이 함수의 그라프는 ; c 축 웃쪽에 놓인다. 이 곡선 j =/( 功와 직선 x = a ， x=b 
및 ； c 축으로 둘러싸인 도형을 곡선제형이라고 부론다. 



그림 




곡선제 형 의 면적 S 를 정 하기 위하여 구간 [ a ， 別 를 다음과 같은 점 들로 자개 의 
부분으로 같게 나누자. 

J) — CL 

a = x 0 < Xj < •• - < x t _ x < x . < • - < x n -b 이 때 x t - x t _ x = - ( i = l , 2，…， n ) 

■ᅳ ' * n 

다음으로 [以，의 매 개 나눙점 Xi ( i = l , 2, •••, n ) 에서 j 죽에 평행 인 직선을 그어 

곡선제형을 ^개의 작은 곡선제형 으로 나누자. 

이제 나눙구간 [ x , i , 제에서 임의의 한 점 。를 잡고 I 축 웃쪽에 놓이는 작은 

곡선제형을 [私:，지]를 밑변으로 하고 /소. )를 높이로 하는 직4각형으로 바꾸면 그 
면적은 

/(d - Vi ) = /(☆) [스 

n 

매개 나눙구간에 걸쳐서 이렇게 하면 주어진 곡선제형은 그림에서와 같이 m 개의 
직4각형 들로 된 계 단도형 으로 바뀌여지 고 그 면적은 다음 합과 같다. 


S 


n 


꾸 ) — CL h — CL 꾸 ) — d 

八이 一 + 八이 一 + … + 八 4) 一 


n 


n 


n 


합기호 호를 쓰면 


n 




b - a 


i=\ 


n 


이 합은 구간 [ a , 6] 를 같게 나눈 나눔구간의 개 수 ^과 점 슝 (/=1，2,•••，시를 

어떻게 잡는가에 따라 달라전다. 그러나 같게 나눈 나눔의 개수 ^을 한없이 늘이면 
구간 [«，到는 무한히 잘게 나누어지고 이때 계단도형은 곡선제형에 얼마든지 
가까와간다. 그러므로 곡선제형의 면적 S 는 계단도형의 면적 s „ 의 ^그的일 때의 
극한으로 정할수 있 다. 즉 


S = limS „= lim [八이 

n^>co 穴나 oo —ᅮ 
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이와 같이 끝없이 잘게 나눈 다음 그것을 다시 합해가는 수법에 따라 만든 우와 
같은 모양의 극한계산은 곡선제형의 면적을 정하는데서뿐만아니라 일，압력 등 실천 
적으로 나서는 많은 량들을 정하는데서도 하게 된다. 그러므로 우에서와 같은 모양 
을 가진 합의 극한을 따로 잘 연구하여두면 매개 구체적 인 경우에 매우 편리하게 써 
먹을수 있다. 

이 제 함수 /가 구간 [(2, 到 에 서 주어 졌 다고 하자. 이 때 /( 자)는 부수값을 잡아도 좋다. 
구간 [이 리를 다음과 갈은 점들로 자개의 부분으로 갈게 나누자. 

a = x Q < x x < • • • < x t _ x < x t < • • - < x n = 公 

여 기 서 x z - x/.i = —~~— 을 Ax 로 표시 하자 . 

n 

매개 나눙구간 [자_1，자]에서 임의로 한 점 §/를 잡고 다음과 같은 합을 만들자. 

土/冷) Ax ( Ax 』— 스) 

/ =i n 

이 합을 함수 /의 적분합이 라고 부론다. 

적 분합 S „ 은 구간을 같게 나눈 나눙구간의 개 수 ^과 [ xi - i , 제 에 서 점 쇼. 를 어 떻 
게 잡는가에 따라 달타진다. 그러므로 극한 

limS „ =lim 호:/冷)사 

n 구，次 > 穴나 oo 

i=l 

는 점 슝를 어떻게 잡는가에 관계된다. 

만일 그 길이가 충분히 작은 구간 fc -1, 자] 에서 임의로 잡은 두 점 공 :，☆"에서 

의 함수값 /( ‘)， /( 츰 r ) 가 큰 차이를 가진다면 우의 적분합의 극한은 冬를 어떻게 

잡는가에 따라 달라질것이다. 그러나 /가 련속함수일 때 함수값 /( 쇼/ )， /( 산’ )는 
[제 서의 길이가 충분히 작기만 하면 거의 갈으므로 적분합의 극한은 아무런《를 
잡아도 다 같은 극한을 가지게 된다. 


함수 /가 [«， 6] 에서 련속이면 

lim、=lim 之/治.) Ax 

穴一 >oo 穴우 oo 

i=l 

는 &를 어떻게 잡는가에 관계없이 늘 있으며 그 극한은 같다. 

이 극한을 련속함수 /의 «에서 6까지의 정적분이라고 부르고 
다음과 같이 표시한다. 

b 

| f (x) dx 

公 

여기서 «를 적분의 아래끝 ， b m 적분의 뭇끝，/를 피적분함수， 
를 적분변수라고 부른다. 
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(瓦 


b 


公 


n 


f ( x ) dx = lim Z / 治)ᅀ义 


穴一 >00 


/ =1 




적분기호를 쓰면 앞에서 본 곡선제형의 면적은 다음과 같이 표시된다 


b 


S =| f { x)dx 


次 


우에서 적분이 웃끝 6가 아래끝 a 보다 큰 경우 즉 a 다인 경우의 정적분을 정의하 
였다. 

적 분의 웃끝 6가 아래끝 a 보다 작거 나 같은 경 우는 다음과 같이 정 의한다. 




b 


a=b 0 [ H | f { x)dx ― 0 


a 


b 


a 


a >b 이 면 | / ( x)dx = -| / ( x)dx 


公 


b 


례 


|xdx 를 계 산하여 라 . 


o 


(풀이) 구간 [0， 1] 을 다음과 갈은 점들로 ^개의 

_ 1 2 n-l n 

0< —< — <•••< -< — 


부분 


으로 같게 나누자. 


n n 


n n 


이때 Ax 


i-l 


一 (/=1，2, …，자) 의 매개 나눙구간 


n n n 

점 조를 그 오른쪽 끝점 으로 잠으면 


-1 


n n 


에서 한 


— 一 (누1，2, 

ᅳ n 

그리 고 이 므로 


， n ) 


/(《) =《 


n 


따라서 적분합은 



n 


n 


n 


- 고/(之.)사 - - 고 


Z=1 


Z=1 


/ =i n n 


2 n-\ n 

_ + _ + ••• + - + — 

\n n n n j 


n 




(l + 2 + ". + n) 


n 


2 
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2. 미분적분학의 기본공식 

b 

정 적 분 j * f { x)dx 는 함수 /，적 분의 아래 끝 a 와 웃끝 Z ? 에 따라 정 해 지 는 수이 다. 

公 

이 제 적 분의 웃끝 6만을 변화시키 면 그에 따라 적 분값도 변한다. 그러 므로 이 때 
정 적 분은 적 분의 웃끝 6의 함수로 된다. 

적분의 웃끝이 변한다는것을 뚜렷 이 하기 위 하여 6를 x 로 바꾸고 이것과 적분변 
수를 헛갈리 지 않도륵 하기 위하여 적 분변수를 ᄉ로 표시하면 


그런데 


1+2+ *••+ n= 


(1 + n)n 
一 2 一 


이므로 


S 


(1 + n)n 1 \ + n 


n 


2 


2 n 


i 다라써 


limS 


1 + 


n 


lim 


2 n 2 


이 ^1 ᅪ 。i 


j xdx = — 
o 2 


이것은 그림 4-3 에서 빗선을 친 3각형의 면적 이 다. 

3각형의 면적계산공식을 직접 써도 丄이 나온다. 

2 


제 


b 


b 


b 


J f ( x ) dx , J f { t ) dt , J f { u)du 등은 모두 같은 값을 가전다. 왜 그런가? 


公 


a 


a 


2. 다음 적분을 계산하여 라. 


1) [ cxdx (노는 상수) 


0 


3. 다음 극한을 적 분으로 표시하여 라. 


I 

2) | x 2 dx 


o 
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X 

S ( x ) = | f { t)dt 


이 사실은 련속함수는 늘 원시함수를 가진다는것 을 보여준다. 


정리 1. (련속함수의 원시함수존재정리) 

힘수/가 切 b ] 에서 련속이면 적분웃끝함수 

X 

S ( x ) = |/ ( 、 t)dx 

a 

는 [요， 6] 에서 /의 원시함수로 된다. 즉 

S'O) = f{x) 


(증명) J 방 c )>0 O <; c <6) 이라고 하고 증명하기로 한다. 이때 

X 

S ( x ) = | / ( t)dt (a < x < b ) 

a 

는 구간 [ a ， 서에서 x 죽 웃쪽에 놓이는 곡선제형의 면적을 표시한다. 




[ a , 어에 드는 임의의 점 x 에서 서 술을 간단히 하기 위해 정 인 증분 Ax 를 잠으면 

A S = S(x + Ax ) - S ( x ) 

는 그림에서 빗선을 친 작은 곡선제형의 면적과 같다. 그림에 표시한바와 같이 련속 
함수 /의 [x, x+z(x] 에 서 의 최 소값과 최 대 값을 각각 / ( X ,) ， f ( x 2 ) 라고 하면 

f )Ax < AS < / ( x 2 )Ax 

그런데 A ； c 〉0 이므로 

Ax 

Ax : 우 0 이면 而 우 ', 이 고 /가 련속함수이므로 이때 

/(xi) , /(x 2 )^/(x) 

따라서 우의 안같기식 으로부터 
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乂 


AS 

iSo 互 




(증명 끝) 


이 사실 을 씨 서 정 적 분과 부정 적 분사이 의 관계 를 보여주는 미 분적 분학의 기 본공 
식 을 증명할수 있 다. 


정리 2. (미분적분학의 기본공식) 

함수 / 가 [«, 6] 에서 S 속이면 / 의 임의의 
원시함수 F 에 대하여 다음 공식이 성립한다. 

b 

| f ( x)dx = F (6) - F (公) 


(증명) /가 k 到에서 련속이므로 


x 


S ( x ) = J / (、 t、)dt 


公 


는 /의 한 원시함수이다. /의 임의의 원시함수 묘를 잡자. 두 원시함수 
S ( x ) 와 FCx ) 는 상수차이를 가지므로 

S ( x ) =F ( x ) +c 


公 


그런데 S ( a ) — ^ f ( J)dt = 0 이 므로 


公 


S ( a ) =F ( a ) + c =0 f c=~F ( a ) 


i 다라써 


X 


S ( x ) = j f ( t)dt = F ( x ) - F (公) 


이 제 x = b 를 잡으면 

X 

S ( b ) = J = F ( b ) - F ( a ) 

公 

이 리 하여 

b 

| f ( x)dx = F ( b ) - F ( a ) 

a 

(증명 끝) 

이 공식을 미분적분학의 기본공식 또는 뉴톤-라이브니쯔의 공식이라고 부론다. 
미분적분학의 기본공식은 도함수와 적분사이의 관계를 지어주며 정적분계산을 피 
적분함수의 원시함수계산 즉 부정적분계산으로 돌림으로써 그 계산을 매우 간단하게 
한다. 
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미분적분학의 기본공식은 도함수와 적분사이의 관계，달리말하여 미분학과 적분 
학사이의 관계를 지어줌으로써 미분적분학을 하나의 체계로 완성시켰다는 의미에서 
큰 의의를 가전다. 미분적분학의 기본공식을 보통 간단히 다음과 같이 표시한다. 

_ £ 

= F(x) 



!1) D 


3 dx 




i x i 


| x~ 3 dx = — 


n n 

2) fc ° S f Jx = 2sm f 


3 -1 

r i ^ 

_ i 

1 

8 

_ 4 

- 2.3 2 

l 2- l 2 J 

_ 2 

18 _ 

' 18 " 

_ 9 

sin — - 2 sin 0 = 2 • 1 

-2.0 

= 2 




0 


0 


2 


nr 


제 


1. 다음 적분을 계산하여 라. 


1) | x 3 dx 


2 


2) cos xdx 


-3 


71 


2. 다음 적분을 계산하여 라. 


4 

3) j 


dx 


o 


cos 2 X 


1) 


dx 


sin 2 x 


2 


3. 


r dx 


2 ) 


2 


chc 

一 2 

X 


3) 


dx 


i \lx 


2 


一 1 


X 


2 


를 계산하는데는 미분적분학의 기본공식을 직접 쓸수 없다. 왜 그런가? 


부정적분의 계산규칙과 미분적분학의 기본공식으로부터 다음과 같은 정적분의 계 
산규칙 이 쉽 게 얻 어 진다. 


(瓦 


b 


b 


( 1 ) j * kf ( x)dx = 사 • / ( x)dx (、 k — 상수) 


a 


b 


公 


b 


b 


(2) | [/ ( x ) ± g ( x)]dx = | / { x)dx ± j * g { x)dx 


公 


a 


公 
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aTT) i) 

2 ) 


3) 


정적분에서 


사실 F f ( x ) 


aTT) J 

0 

(풀이) I 


J ^ 

| (~2 x 2 )dx = -21 x 2 dx = -2 


x 


-2 


o 

3 


0 


0 


3 3 0시 


18 


| (3 x 2 - x)dx 


-2 


3 3 

| x 2 dx - | xdx 

-2 -2 


X 


X 


.2 


-2 


2 


-2 


(27 + 8) 


^9 _4 
2~2 


32 


2 


71 

2 


71 

2 


71 

2 


j * (sin x + cos x)dx = j * sin xdx + J cos xdx = (- cos x + sin x ) 


n 

2 


0 


0 


0 


0 


代 


代 


sm - cos — 

2 2 


- (sin 0 - cos 0) = (1 - 0) - (0 - 1) = 2 




또한 다음과 같은 중요한 성질이 성립하며 적분계산에 널리 쓰인다, 



/( JC ) 라고 하면 


b 


\ f ( x)dx = F ( b ) - F ( a ) = F ( b ) - F ( c ) + F ( c ) - F ( a ) 


a 


c 


be b 

F ( x ) | + F ( x ) |= j / { x)dx + j / ( x)dx 


a 


c a 


c 


x — 2 dx 를 구 하 여 라 . 


2 


— (x — 2 ), 0 ^ x ^ 2 
x -2 , 2< x <3 


이 므로 


3 2 

x -2 dx 


j * [ ■- (x - 2)] 幻 6 c + j * (x - 2 ^)dx 


o 


X 


2 


0 


2 


2 


一 2 x 


2 V 


o 


2 


一 2 x 


2 


2 


2 


2 




( ^2 \ 


( r .2 \ 

—— 2-2 

2.2 

+ 

느 2.3 

— 

) 


L 2 J 


L 2 J 


2 


2 
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려 1 4^) 곡선 j ；= sinx (0 < x < tt ) 와 죽으로 둘러싸인 도형 의 면적 (그림 4-6)을 구 
하여 라. 

























































n 7 ： 

( 풀이 ) S = J sin xdx = -cosx = -cos^ - + cosO = -(- 1 ) + 1 = 2 

0 0 



문 제 

1 . 다음 적분을 계산하여 라 . 


5 一 1 


1 ) | ( 6 x + l)dx 

i 

2 ) | (3x 2 - 6 x + 4)dx 

-2 

i 

4 ) j xJx 

5 ) 


2 . 다음 적분을 계산하여 라 . 

2 I 

2 ) {x-l dx 



3 ) 



In 

6) J(l-cos^)^ 

0 


련습 문제 

1 . 다음 적분을 계산하여 라. 

1 

1 ) | (x 2 +2x- l)dx 

-i 

3 

4) |(2x + 1) 2 Jx 

2 

2. 다음 적분을 계산하여 라. 




t -asm t)dt 


o 


4 



—r)dx 

X 


6 ) 


r chc 
] x{x + 3 ) 


丄 

1 ) |、lx + 2dx 


o 


丄 

5 ) | (e x - x)dx 


o 




dx 

x(x + 3 ) 


71 

3 ) Jsin 2 

-71 


\ dX 


71 

4 ) j*simcos 2 지太 c 
o 


71 

7 ) J (1 + cos t + cos 2 t)dt 

n 


2 
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3. 다음 적분을 계산하여 라. 


2 4 In 4 

1) | 2 x-ldx 2) | x 2 -2 x -3 dx 3) | sinxdx 4) | x 2 x dx 

-1 -6 0 -2 

3 

4. f { x )= ax 2 + 公 : c+l 이 /"(0)=1， 쇼 = 1 에 맞도록 a，b 를 정 하여 라. 

o 

5. 포물선 + 과 직선 x = l 9 x =2 및 ; r 축에 의 하여 둘러 싸인 도형의 면적을 

구하여 라. 

6. 곡선 y = cosx ——< x < — 와 x 축에 의 하여 둘러싸인 도형의 면적 을 구하여 라. 

I 2 2 J 


제2절. 치환적분법과 부분적분법 


1. 치환적분법 

나，到 에서 련속인 함수 /의 적분 



를 계 산하자. 

이제 적분변수 x 를 义 = 오ᅪ로 바꾸자. 여기서 (p 는 [a ， /3] 에서 미분가능한 
함수이 며。(幻、) = 次, 公? () 公) = 6이고 a 6라고 가정한다. 

F 를 /의 한 원시 함수라고 하면 F[》G)] 는 /[》(사] ^/(乂)의 원시 함수이 다. 

그런데 

b 

| f (x)dx = F ( b ) - F(a) 

a 

p 

한편 j f [(cp ( 0 ] cp\t)dt = ¥[cp (/?)] - ¥[cp ( a )] = F ( b ) - F(a) 

a 

이 리하여 다음 공식 이 성 립한다. 


치환적분공식 

b P 

J f ( x、dx = J f [( p { t )] ( p ’ { t)dt 

公 a 



dx 를 구하여 라. 


(풀이) 1+ x 3 다라고 놓으면 
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3 x 2 dx = dt , dx = —— -dt 

3 x 2 

그리 고 '=0 일 때 t=l 

x=l 일 때 t =2 

이 며 义 가 [0， 1] 에 서 변할 때 t 는 [1， 2] 에 서 변한다. 
I 다라써 


1 





례 


公 _ 

- X 2 dx ( a 〉0) 를 구하여라. 


o 


(풀이) = 라고 놓으면 


dx = a cos tdt 


x =0 일 때 广 0 


代 


x=a 일 때广一 

2 

이 며 ᄌ 가 [0 ， a ] 에 서 변 할 때 
I 다라써 


TT 


0 . 


7T 

~2 


에서 변한다. 


a 


71 

2 


71 

2 


\、 la 2 - x 2 쇼: = j 、/ 公 2 -以 2 sin 2 卜 次 cos ^ 次 = 以 2 j、/l - sin 2 卜 cos ^ 次 


o 


o o 


7T 71 

~1 2 

2 


2 1 2 7 2 1 1 + cos It , a 


a cos tdt = a 


0 


0 


2 


dt 


2 


nr 


제 


2 ， sin 2^ 
t + ' 

V 


2 


71 

2 


0 


刀" 2 
— Cl 

4 


1. 다음 적분을 구하여 라. 


2 


1) | (2 x -3 ) 2 dx 


o 


2) [ 산; dx 


o 


、[; +1 


3) | (2 + x )^ l - x 2 dx 


o 


4) \^^dx 

J 2 


2a 


5) 


x 


2 



: x - x 2 dx 


0 


6 ) 


2 


0 


chc 


4 + x 


2 


71 


2 


7) I cos <9 sin 2 0 dd 


e 


8 ) \ 


o 


Inx 


x 


dx 


9 ) jwr + x 2 dx 


o 


167 































2 . 다음 같기식 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 


a 


a 


1 ) /가 짝 함수 이 면 J / { x)dx = 2 J / { x)dx 


一次 


a 


0 


2 ) /가 홀함수이 면 J / (x)dx = 0 


-a 


2. 부분적분법 

함수 u = u ( x )， v = v ( x ) 가 [ a ，6] 에서 련속인 도함수를 가진다고 하자. 이때 

(uvY =u , v + uv , 


두 변을 [ a , 別에서 적 분하면 


b 


b 


b 


| (uv) f dx - | u'vdx +1 uv’dx 


公 


a 


a 


b b 


b 


wv| = J* u’vdx +1 uv'dx 


公 公 


a 


이로부터 다음 공식을 얻는다. 


부분적분공식 


b 


b b 


| u{x)v f {x)dx = u{x)v{x) | u'{x)v{x)dx 


a 


a 公 


71 

~1 


HI T ^) Jicosk 太 c 를 구하여 라. 


0 


(풀이) u = x , v'^cosx 로 보면 


u r =l y v=sinx 


n 

~1 


xco^xdx 


0 


n n 
~1 2 

xsinx | - 

0 0 


j sin xdx - — cos x) 


71 

~2 


0 


n 

~2 


-1 


려 1 2^) | ln(l + x 2 )dx 구하여 라. 


o 


(풀이) u = ln ( l -\- x 2 ), v'=l 로 보면 


2x 


1 + x 


2 
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1 1 1 o 2 

| ln(l + x 2 )dx = xln(l + x 2 ) - 1 — dx = \ n 2-2 \ ( l - 


1 


o 


0 0 


X 


0 


X 


2 


)dx 


71 


In 2 - 2 (x - arctan x ) = In 2-2(1 - ) = In 2 - 2 


o 


4 


代 


nr 


제 


1. 다음 적분을 계산하여 라. 


71 


2 


2 . 


1) J xsin xdx 2) j xe~ x dx 

0 0 

다음 적분을 계산하여 라. 


7T 


1) J x cos xdx 
0 


n 

~1 


3) I sin 2 xdx 


o 


71 


2) I x 2 sin 2 xdx 


o 


e 

4) |( In xfdx 


o 


련습 문제 


치 환적 분법 에 의하여 다음 적 분을 계 산하여 라. 

6 


1) | x 나2 - x 2 dx 


2) | Vx - 2 dx 


o 


4) 


dx 


n 

~2 


5) | sin 4 分 cos 3 分 J 分 


o 


0 


(2 + x 、 y、l 4 _ x 


2 


7) 


x 


0 

1 


1 ( l _x ) 


dx 


8) | (2 x + 3) ^ dx 


o 


71 

~1 


10) | sin xcosxJx 11) J e dx 

o 


n 

~6 


2. 다음 적분을 계산하여 라. 


6 


3 ) \ 


dx 


x + 3 


2 


6) | ^4- x 2 dx 


71 


2 


9) Jsin (2^ + -) d 6 


0 


7T 


1) 


x 


0 

2 


cos 2 X 


dx 


j 

2) j 


x — 3 

+ k 

x-k 

+ 3 


dx 


n 


3) |(1- x - l) 3 dx 


4) |(| x-l + x -2 


+ .•• + 


x-n 


)dx , ne N 


o 
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3. 부분적 분법 에 의하여 다음 적 분을 계 산하여 라. 

3 

1) | ln(x + 3 )dx 2) 

0 0 


| xcos — dx 


7T 

3) | x 2 cos 2 xdx 

o 


2 

4) | e x sin xdx 
o 


5) 


e 

| xln xdx 


b 


4. 


b - a 


b 


| f { x)dx = | f[a + { b - a ) t]dt 가 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 


a 


0 


kb+c 


5 . J / (kx + c)dx = — J / ( x)dx (、 k (、 k ¥: 分 )， c 는 상수) 가 성 립 한다는것 을 증명 하여 라. 


a 


ka+c 


제_3절. 정적분으 I 응용 

1. 면적계산 


함수 /가 [ a, 스] 에 서 련속이 고 늘 f(x) 之 0 일 때 곡선 广 / U ) 와 두 직선 x=a y x=b 
및 ； c 축으로 둘러 싸인 곡선제 형 의 면적 S 는 다음과 같이 표시되 였 다. 



이제 보다 일반적인 모양을 가전 평면도형의 면적을 계산하는 문제를 보기로 하자. 


함수 /가 [a 9 스] 에서 늘 /( x )<0 일 때 곡선 7=/⑴와 두 직선 x=b 및 ; r 죽으로 
둘러싸인 도형은 그림 4-7 에서 보는바와 같이 x 축아래에 놓인다. 

이 도형 을 x 축에 관하여 대 칭 으로 옮기 면 면적 이 득같은 곡선제 형 을 얻는다. 
따라서 구하려 는 도형 의 면적 S 는 다음과 같다. 


b 


b 


S = -| / { x)dx = | f { x ) dx 


a 


公 



일반적으로 구간 [a 6] 에서 함수/의 부호가 바뀌는 때에는 이 함수의 그라프와 
두 직선 x=a y 및 로 둘러싸인 도형의 면적 己는 다음과 같다. 
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례 를 들어 그림 4-8 과 같은 도형 의 면적 S 는 

c d b 

s = J /O) dx - ^ f ( x ) 쇼 +1 / ( x ) dx = ^\f ( x ) | dx 


b 


a 


c 


d 


a 


례 ᄋ포물선 j = jc 2 -2 와 '축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라. 

(풀이) 포물선 j =; c 2 -2 가 x 축과 사귀 는 점 의 x 자리 표를 구하기 위 하여 련립 방정 식 

게 2 -2 
少 = 0 

을 물면 x x =~ V 2 , x 2 = 를 얻 는다. 

그런데 [- V 2 , 조] 에서 늘 y <0 
이므로 구하려는 도형의 면적 S 는 


此 

S = _ | ( x 2 - 2 )dx 

f 2 V2 


( 3 


兵 

X 

+ 2 x 

V 크 

) 

- If ： 



3 


2V2 


2 표- - 2、反、 


3 


8V2 


그림 4-9 


굽「조) 반경 이 r 인 원의 면적 을 구하여 라. 


(풀이) 원의 중심 을 자리표원점 으로 잠으면 원둘 


x 


2 


t: 



적이다. 

오른변의 적 분을 계 산하기 위하여 x=rsim 
로 놓으면 


그림 4-10 


71 
一 1 


71 

~2 


| 、 /r 2 - x 2 dx = ^ ^ r 2 - r 2 sin 2 1 - r cos tdt = r 2 | cos 2 tdt 


0 


0 


0 


n 

~2 


71 


r 


2 r 1 + cos 2 효 7 r 
- at - 


o 


2 


2 


2 ， sin 2^ 2 
t H - 

V 2 y 0 


刀 : r 


2 


따라서 S = rtr 2 
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려 1 3 J ) 곡선 y = x 3 - 직선 x=~l, x =2 및 义죽으로 
둘러싸인 도형의 면적을 구하여라. 


(풀이) 함수 기아 3 은 [一1，이에서 y < O f [0, 
y >0 이 다. 

따라서 구하려는 도형의 면적 S 는 


2] 에서 


2 


0 


2 


S = J* 卜 3 쇼 = j* (-x 3 )Jx +1 x 3 dx 


0 


X 


4 


4 


o 


^ x 4 


一 i v ^ yo 


2 


4+“ 4 4 



그림 



문 제 

1. 포물선 j = i 2 +5 jc +4 와 义축으로 둘러싸인 도형 의 면적 을 구하여 라. 

2. 곡선 j = sin;c(0<;c<27r) 와 ;c 축으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라. 


구간 [ a ， b ] 에 서 /U) 之 gU) 이 고 gU) 之0일 
때 두 곡선 y = f ( x ) , y = gU ) 및 직선 x = a , x = b ^~ 둘 
러싸인 도형의 면적 S 는 그림에서 쉽게 알수 있 
는바와 같이 곡선 j；=/(x) 의 아래부분의 면적 에 서 
곡선 j=g(x) 의 아래부분의 면적 을 던것 과 같다. 



기 그림 4-12 

b ᅳ 

s = j [/0) - g ( x)]dx 

a 

만일 나，스]에서 gU) 가 늘 정이 아니면 적당히 큰 정수 c 를 잡아 도형을 j 축에 
평행으로 c 만큼 옮겨 도형 이 X축웃부분에 놓이게끔 할수 있다. 

이때 곡선，/나)와는 각각 y = fU ) + c , 로 옮겨 진다. 

따•라써 이따1 

b b 

+ c ) - ( g ( x ) + c)]dx = J [/w - g { x)\dx 

a a 





4-13 
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그림 





























































이 리 하여 [仏 6] 에서 /U) 之 gU) 일 때 두 곡선 y = f ( x ) , y = g (x) 및 직선 x = a ， x = b 로 
둘러싸인 도형의 면적 S 는 일반적으로 다음 공식으로 계산된다. 





례 조) 포물선 y = x 2 + x ~2 ^\r 직선 y = x ~ l ^~ 둘러싸인 도형의 면적을 구하여 라. 


(풀이) 포물선 j = jc 2 + x -2 와 직선 의 

사귐 점 의 x 자리 표를 구하자. 

련 립 방정 식 

y = x 2 + x - 2 

y = x-l 

풀면 


근 


x 2 + x~2=x~1 9 x 2 ~1=0 
x x =~1, X 2 =l 

그림 4-14 에서 볼수 있는것처럼 
_-1， 1] 에 서 직 선 广 x_l 은 포물선 

7 = 义 2 +1- 2에 놓인 다. 

따라서 구하려 는 도형의 면적 S 는 
1 1 

S — j* [(x _ 1) _ + x _ 2,y\dx — j* ( _ + X^dx 



-i 


x 


+ X 


4 


1 


y-i 


례 [ 〉 포물선 1 = 기 2 과 직선 少 = 2-i 로 둘러싸인 도형의 면적 을 구하여 라. 


(풀이) 포물선 jc = 少 2 과 직선 少 = 2-;c 의 사귐점의 자리표를 구하자. 
련 립 방정 식 

ᄉ 2 

1 = 少 

、少 = 2 _ ' 

를 풀면 3； = 2 — 少 2 

y 2 + y-^ = (y + ^\y -1) = o 

八: -2， y 2 =l 

7 를 적분변수로 보면 구하려는 도형의 면적은 


I 

S=j[(2-y)-y 2 ]dy 



-2 


2少 


4 -f 


4 


-2 


2 
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1 . 다음 그림에서 빗선을 친 도형의 면적을 정적분으로 표시하여라. 




2. 례 5 를 적 분변수 x 에 관하여 적 분하는 방법 으로 풀어보아라. 

3. 다음 도형의 면적을 구하여 라. 

1 ) 포물선 7 = 2 ' 2 과 직선 7 = 丄'로 둘러싸인 도형 

2 ) 곡선 7 = 义 2 과 少 2 =义로둘러싸인 도형 

3) 포물선 少 2 =4 x : 와 y 2 = 4-义로 둘러싸인 도형 

4) 두 곡선 y = sin 2 x , j = sin '(0 < ' < 2; r ) 로 둘러 싸인 도형 

5) 두 곡선 y = y = sinx , 7 = cosx (0 < 义 < 片) 로 둘러 싸인 도형 

2. 체적계산 

일정한 방향에 수직 인 평면으로 립체를 잘랐을 때 생기는 자름면의 면적을 알수 
있으면 립체의 체적을 정적분으로 계산할수 있다. 

이제 일정한 방향을 x 축으로 잡고 축의 임의의 점 x 를 지나며 이 축에 수직 인 평 
면으로 주어 진 립체를 자르자. 

이때 생기는 자름면의 면적 S 는 의 함수다. 즉 S = S 0 c ) 

이제 립체 가 점 와 x 마에서 수직 으로 세운 두 평면사이 에 끼워있다고 하고 
그 체적 을 정 하는 문제 를 생 각해 보자. 

구간 [ a , 到를 점 

a = x 0 < < • • • < x t _ x < x . < • • - < = 公 

들로 n 개의 부분으로 같게 나누고 매개 나눔점에서 x 축에 수직인 평면을 세워 립체 
를 자르면 ^개 의 작은 립 체 가 생 긴 다. 
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그림 4-17 









































나눔구간 [ x ,- i , 자]에서 임의의 한 점 冬 를 잡고 fc -1, 자]사이 에 끼 운 작은 립 체 
를 점 소. 에 서 의 자름면을 밑 면 으로 하고 Ax = x f — x t _ x = - 一— 를 높이 로 하는 기 둥으 

시 n 

로 바꾸자. 매개 나눔구간에 걸쳐서 이렇게 하면 주어진 립체는 작은 기둥으로 된 
도형들의 합으로 바뀌고 그 체적은 

v n =± s (。난 

/=1 n 

와 같다. 

이제 나눙점의 개수 ^7 을 한없이 늘이면 [(2， 6] 는 무한히 잘게 나누어지고 작은 
기둥의 합으로 된 도형은 주어진 립체에 얼마든지 가까와간다. 

그러므로 립체의 체적 V 는 父의 ^그的일 때의 극한으로 정의 할수 있다. 즉 

穴나 GO 穴一>00 

이로부터 

_ Q 

자 b 

V = | S ( x)jx 

a 


득히 립 체 가 회 전체 이 면 회 전죽에 수직 인 평 면으로 립 체 를 잘랐을 때 생 기 는 자 
름면의 면적을 쉽게 구할수 있다. 



구간 [이 到에서 련속인 곡선 기=/00를 X 축주위로 돌려서 생기는 회전체를 축에 
수직 인 평면으로 자를 때 그 자름면은 반경 이 I 少 I 인 원이다. 

그러므로 자름면의 면적은 

S ( x ) = 71 y 2 =7 T f \ x ) 

따라서 회전체의 체적 V 는 


(S 


W 



__ Q 

dx 


公 


公 
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ari ) 반경이 요인 구의 체적을 구하여라. 


(풀이) 


구는 자리표원점 을 중심 으로 하는 반원을 X 축주위 로 돌려서 생 긴 회 전체 
이 다. (그림 4- 19) 

자리표원점을 중심으로 하고 반경 이 R 인 원둘레의 방정식은 

jc 2 + 少 2 = R 2 

따라서 y 2 = K 2 ~x 2 

이 리하여 반경 이 요 인 구의 체 적 V 는 다음과 같이 계 산된다. 


R 


R 


V = n | y 2 dx = n | ( R 2 - x 2 )dx = 7 r ( K 2 x - 


x 


2 R 


4 

一 nr 


R 


R 


R 



체 적 


을 구하여 라. 

(풀이) 그림 4-20 에서 와 같이 자리표축을 정 하자. 

선분 AB 를 x 축주위 로 돌렸을 때 원룰대 가 생 긴다. 

직선 AB 의 방정식을 7 = 紅 + 스 라고 하면 

DB R - r 


AD 


H 


公 = OA = r , k = tan a 

이 므로 v = — 一一 -x + r (0 < x < H ) 

H 

따라서 원틀대 의 체 적 V 는 다음과 같이 계 산된 다. 
V = 刀 "j* y 2 dx = 刀 "j* ( — -^—x + r ) 2 dx 


刀 H 


o 


o 


H 


3 (R - r ) H 


(느 + 厂) 


H 


0 


써 ( R 3 -厂 3 ) 

3 (R - r ) 


^ I ( R 2 +Rr + r 2 ) 


2 


nr 


제 


곡선 ；c = g (3；) (>< 少 < 비를 ;;축주위로 돌렸을 때 생기는 회전체의 체적 V 는 다 
음 공식으로 주어 진다는것을 설명 하여 라. 
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d d 

V = 사 x 2 dy = /rj g\y)dy 

c c 

2. 포물선 y = x 2 +l, 두 직선 ;c = -a 와 义 = “ 로 둘러싸인 도형을 축주위로 돌렸 
을 때 생기는 회전체의 체적을 구하여 라 . 

3. 밑변 [0， 1] 과 곡선 j；=arcsin；c 로 둘러싸인 곡선제형을 ;c 축주위로 회전시킬 때 
생기는 회전 체 의 체적을 구 하여 라 . 

4. 원둘레 jc 2 +( 少- = a 2 (0<a<6) 를 ; c 축주위로 돌려서 생기는 회전체 (고리체)의 
체 적 을 구하여 라. 

3. 물체의 변위와 물체가 지나간 거리계산 

어 떤 물체 가 vG) 의 속도로 시 간 ^ = ~ 에 서 부터 f = T 까지 직 선운동을 하였을 때 

그 물체의 변위와 지나간 거리를 구하는 문제를 생각해보자. 

시 간구간 [^ 0 , 기를 다음 점들로 자개의 부분으로 갈게 나누자. 

효0 < ’1〈호2 < t n — T 

지을 크게 하여 [^，!, 이] 를 충분히 잘게 나누면 [t t _ x , 노! 가 매 우 작은 구간으로 되 므 
로 이 구간에서 속도는 거의 일정하다고 볼수 있다. 이 일정한 속도를 [ t ^ , 노| 의 임의 
의 한 순간 숲에서의 속도 로 보면 다 : 에서 ^까지의 사이에서 물체의 변위는 

v (이산 ( A 네그노) 

n 

에 가깝다. 그러므로 나 。 ，T] 사이 에서의 물체의 변위 를 모로 표시하면 

P 소治)산 

/ =i 

따라서 P = lim V v(<^. )At 

穴나 oo 쇼■— 

1=1 

로 정 할수 있 다. 이 리 하여 

t _ Q 

C5 

T 

P = J v{t)dt 

’0 


시간 사이에 물체가 지나간 거리를 구한다고 하면 그것은 ᄂ i 과 가사이의 

짧은 시간에 물체가 움직인 거리 | v (《)| 산들의 합 

1: 卜웨ᅀ， 

/ =i 

의 극한으로 된다. 

따라서 이 시간사이에 물체가 지나간 거리 S 는 

S = limt|v( 《 )|A ， 

_ WV 、■ 
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이 리 하여 



X 

T 



' = } 卜 (0 

d t 


’0 

J 

W 



어 떤 물체 가 속도 v =2-2 K %) 로 직 선운동을 한다. 운동을 시 작하여 6초 
지나면 물체의 자리가 어떻게 변하겠는가? 이사이에 물체가 지나간 
거 리 를 구하여 라. 

(풀이) 6초동안에 물체 의 변위 는 

6 6 6 

P = J v{t)dt = J (2 — 2t)dt = (2t - , 2 ) = —24{m) 

0 0 0 

즉 부방향으로 24 m 만큼 자리 를 옮겼다. 

6초사이에 물체 가 지 나간 거 리는 

6 6 

S = J* v (0 ^ | 2-2t dt 

o o 

그런데 

0<^<1 에서 2~2t >0 
1<^<6 에서 2~2t <0 

이 므로 

6 1 6 16 

S = ^\2-2t\dt = ^(2-2t)2dt-^(2-2t)dt = (2t-t 2 )\-(2t-t 2 ) 

0 0 1 0 1 

= 1 - (-25) = 26( m ) 


문 제 

1. 어떤 물체가 속도 v = cos 。 로 직선운동을 한다. ᅣ=0일 때 원점을 떠났다면 10초 

4 

지나서 이 물체는 어떤 자리에 있겠는가? 또 이사이에 물체가 지나간 거리를 구 
하여 라. 

2. 어떤 물체가 가속도 a 다-2% 2 로 직선운동을 한다. 广0일 때 속도 20%로 원점을 
떠났다면 f 초 지나서 이 물체는 어떤 위치에 있겠는가? 

4. 일계산 

물체 가 크기 묘인 일정한 힘 을 받아 힘 이 작용하는 방향으로 L 만큼 움직 였을 때 
힘이 한 일 A 는 다음과 같다. 

A=FL 

그러나 힘 묘 가 변하는 경우에는 일을 우에서와 같이 구할수 없다. 
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이 제 X 죽방향으로 작용하면서 크기 가 변하는 힘 을 받아 어 떤 물체 가 x=u 에 서 부 
터 x =6 까지 움직 였 을 때 이 힘 이 수행 한 일 을 구하는 문제 를 생 각해 보자. 

힘이 X 축방향으로 향하고 매 점에서 크기가 달라지므로 힘은 점 X 의 함수로 볼수 
있다. 즉 

F = F ( x ) ( a < x < b ) 

이제 구간 [ a , 到를 점 

a = x 0 <Xi < '''< x n =b 

들로 m 개의 부분으로 같게 나누자. 이때 나，到를 충분히 잘게 나누면 나늠구간 
[xi-1, X J 는 매 우 작은 구간으로 되 므로 이 구간에 서 힘 은 거 의 일 정 하다고 볼수 
있다. 따라서 이 구간에서 힘이 한 일은 

F(^-)Ax(^. g[x m x .] 9 A 네 — 프 ) 

n 

에 가깝 다. 그러 므로 구 하려 는 일 A 는 

i=l 

따라서 A = limtF(&)Ax 로 정 할수 있 다. 이 리 하여 

«— >00 



Q 


ai 한끝이 고정되여있는 어떤 용수 
철을 lcm 늘구는데 1 N 의 힘이 
든다. 이 용수철을 5 cm 늘굴 때 
힘은 얼마의 일을 하겠는가?(그림 4-21) 
(풀이) 됩성법칙에 의하여 힘 F 는 늘어난 
길 이 x 에 비 례한다. 즉 

여 기서 k 는 비 례 곁수다. 

; c =0.01( m ) 일 때 F =1( N ) 이 므로 

l=k • 0.01， 足=100 

따라서 F ( x ) =100 x 
이 리하여 구하려 는 일 A 는 



0.05 0.05 

A= | lOOxJx = 50x 2 = 0.125(J) 

0 0 

a [ 축의 원점 o 에 질량이 만인 질점이 놓여있다. 이때 义축의 점에 

놓여있는 단위질량을 가진 질점의 방향은 원점 o 로 향하고 크기가 
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k 누' 1 끌힘이 작용한다. 여기서 소는 비례곁수다. 단위질량을 X축을 

X 

따라 점 X=(2 에서 X=Z? 까지 가져갈 때 끌힘이 하는 일을 구하여라. 또 
义=以에서 무한히 멀리 가져 갈 때 끌힘 이 하는 일을 구하여 라. 

(풀이) 단위 질량을 점 a 에서 점 6까지 가져갈 때 끌힘 이 하는 일 A 는 



또한 점 a 에서 무한히 멀리 가져갈 때 끌힘이 하는 일 


b 


A = lim f k 

公나 0 。 J 


m 


公 


x 


.2 


dx 


로 생 각할수 있 다. 이 리하여 


b 



k 


m 


x 


2 


dx = - ) 

나 0 。 a 公 


km 


a 


문 제 

1. 피스톤이 작용하는 원통속에 기체 가 들어있다. | | |一一- 

(그림 4-22) 피스톤의 밑면적은 S 이다. 기체의 _ 

체적이 v() 에서 써까지 불어날 때 기체의 압력이 - 

하는 일을 계산하여 라. 기체의 압력，와 체적 _ ::⑴…"⑴: _ 

v 사이 에 는 pv = c ( c 는 상수) 라는 관계 가 있 다. 

2. 두 점전하 …과 …사이에 작용하는 힘은 그림 4-22 

F= 소^ 이 다. 여 기서 r 는 두 점전하사이 의 
r 

거리이고 소는 비례곁수다. 점전하 기을 고정시키고 그로부터 R: 만큼 떨어진 
점 에 서부터 점전하 q 2 를 々에서 R 2 만 한 거 리 까지 가져 갈 때 힘 이 하는 일을 
구하여 라. 


련습 문제 

1. 포물선 3； = 4-;c 2 과 직선 y = -x + 2 및 x 축에 의하여 둘러싸인 도형의 면적을 
구하여 라. 

2. 포물선 j 2 =9 ;c 와 직선 j = 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라. 

3. 두 포물선 y = 2 x 2 - x -3 ^ j =-义 2 +2义 + 3 에 의 하여 둘러싸인 도형의 면적을 
구하여 라. 

4. 곡선 少 = 义 3 과 두 직선 y = 2 ^? 7 = 1 로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라. 

2 2 

5. 타원 ~ + ^ = 1를 ; c 축주위로 돌려서 생기는 립체의 체적을 구하여라. 또한 ；;축 

a 公 

주위로 돌렸을 때 생기는 립체의 체적을 구하여라. 
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6. 곡선 y — sinx (0 < i < ; r ) 를 x 죽주위 로 돌려 서 생 긴 립 체 의 체 적 을 구하여 라. 

7. 곡선 j = 와 두 자리표축으로 둘러싸인 도형을 x 축 및 J 축 주위로 각각 돌 
렸을 때 생기는 립 체 의 체적을 구하여 라 . 

8. 물체 가 속도 v = 6호-2호 2 cm/s 로 직 선운동을 하고있 다. 이 물체 가 운동을 시 작하 
여 멎을 때까지 운동한 거리를 구하여라. 

9. 물체가 속도 v = 2 sin;r fcm/s 로 직선운동을 하고있다. 戶3에서부터《=5.5까지 

사이에 이 물체의 변위와 이 시간사이에 물체가 지나간 거리를 구하여라. 

10. 길이 lm ， 자름면의 반경이 2 mm 인 구리줄을 더 늘굴 때 장력이 하는 일을 구 
하여라. 길이가 /( m ) , 자름면의 면적이 S ( mm 2 ) 인 핍성체를 x ( m ) 더 늘굴 때 

장력 묘는 F = ——로 주어진다. 여기서 E 는 핍성결수이다. 

I 

11. 한끝이 고정된 용수철을 6 N 의 힘으로 잡아당겨 8 cm 더 늘구었다. 이때 힘이 
한 일을 구하여 라. 


1. 다음 적분을 구하여 라. 


1 ) j * (x + — ) 
i x 


2 


dx 


刀 ■ 


4) [ x 3 cos xdx 


0 

1 


7) | {x 2 Y{x + \)dx 


10 ) 


4 


0 


一 3x + 6 


dx 


2. 다음 적분을 구하여 라. 


10 


이 


dx 


\ x(x 2 + 3) 



복습 문제 



2 ) 


2 


0 


X 


5) 


公 


0 


Vi _ 

dx 


dx 


x 


2 


x 2 + 公 2 


(次 > 0) 


8 ) 


2 


-2 


x 2 -Idx 


2 ) 


2 Vw 


X 


4 


dx 


. 다음 극한을 정적분으로 표시 하고 계산하여 라. 


3) 


x 


.2 


6 ) 


o 


2 


0 


、/(' + 1) 


dx 


4 


chc 


Vl 6 2 - x 2 


7T 


9) [ sin 分"分 


o 


1) lim 


l 2 +2 2 +••• + 자 2 


n^co 


2) lim [- 


1 


n^>co 


n 


2 


{n 2 + w) 2 ^ n z + 2n) 


1 


+ .•• + 


1 


2 


2 


(n 2 +n 2 ) 2 
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4. J *[/0)] 2 功 c = i + i 2 +;c + c 일 때 적분 J *[/0)] 3 쇼를 구하여라. 


0 


a+t 


5. f(x + t ) = f ( x)(x E ( _0C, + 00 )) 일 때 J / ( x)dx = J * / ( x)dx 이 라는것 을 증명 하여 라. 


a 


0 


6. 다음것 을 증명하여 라. 


b 


1) /(지 > 0 (“ < ' < 6) 이 면 | / ( x)dx > 0 


a 


b b 

2) f ( x ) < g ( x ) (a < < 6) 이 면 | / ( x)dx < 

公 a 



7. 질점 이 속도 vW 로 직 선운동을 한다. 그의 자리표는 다음 공식 으로 구할수 있다 
는것 을 증명 하여 라. (여 기 서 : c 이(。)은 질 점 의 처 음 자리 표이 다. ) 


x { t ) = x 0 


| v { t)dt 

요 0 


8. 질점이 가속도 aG ) 로 직선운동을 한다. 그의 속도 아사는 다음 공식으로 구해진 
다는것을 증명하여라. (여기서 ~ 은 질점의 처음속도이다.) 


I 

v (효) = v 0 +1 a { t)dt 




9. 포물선 j = x 2 _3 jc 와 직선 j + 3; c -4 = 0 으로 둘러싸인 도형의 면적을 구하여라. 

10. 포물선 少 2 =2 ;c 는 원 jc 2 + j 2 <8의 면적을 어떤 비 로 나누는가? 


11. 포물선 / =2싸와 직선 1 = “로 둘러싸인 도형을 축주위로 돌렸을 때 생기는 
립체의 체적을 구하여라. 

12. 곡선 /=4; c 2 과 직선 j = 2로 둘러싸인 도형을 j ； 축주위로 돌렸을 때 생기는 
립체의 체적을 구하여라. 

13. 두 물체가 같은 시간에 같은 곳으로부터 각각 v =3 戶 ( m / s ) 과 v =2 Km / s ) 의 
속도로 한 직선을 따라 직선운동을 시작하였다. 12초 지나서 이 물체들은 서로 
얼마만한 거리에 떨어져있겠는가? 

14. 로케 트를 드림선방향으로 쏘아올렸다. 추진력 이 일정할 때 로케 트의 가속도는 
다음 식으로 계산된다. 


A 

y = - ( a-bt > 0) 

a-bt 

로케트의 초기속도를 령이라고 할 때 ᄉ시간지난 후의 속도를 구하여라. 
또한 广다인 시 각에 로케트는 얼 마만한 높이 에 올라가는가? 

15. 정 적 분을 써 서 푸는 물리 문제 를 하나 만들고 풀어 라. 
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뉴톤과 라이브니쯔에 의한 미분적분학외 창시 

오늘 미분적분학으로서 미분법과 적분법은 뗄래야 뗄수 없는 깊은 관계에 
있지만 력사적으로는 전혀 다론 기원을 가지고있다. 미분법은 량의 변화에 관 
한 연구로부터 시작되였고 적분법은 곡선이나 곡면으로 붙려싸인 도형의 면적 
이나 제적을 구하는 문제로부터 시작되였다. 미분법과 적분법이 생겨난 과정 
은 다르지만 어느것이나《무한〉〉，《극한》의 사상이 중심으로 되고있는것과 
함께 한쪽의 방법을 거꾸로 하면 다론쪽의 방법으로 넘어가는것과 같이 밀접 
히 련관되여있다. 이것을 명백히 한것이 바로 뉴톤과 라이브니쯔이다. 

뉴톤과 라이브니쯔는 미분적분학창시의 선구자들의 업적에 토대하여 독립 
적으로 미분법과 적분법을 하나의 학문으로 통일시킴으로써 대제로 완성된 미 
분적분학이 창시된것으로 본다. 

뉴톤 (1643 년一 1727 년)은 17 세기의 가장 유명한 영국의 수학자，물리학자， 
천문학자이다. 뉴톤은 오늘의 미분법에 해당한것을《흐름률법》 (method of 
fluxion ) 이라고 불렀다. 그의 리론에서 《흐름》 ( fluent ) 이라고 불리워지고 
있는것은 운동에서 시간과 함께 변하는 량 즉 시간의 함수이다. 그리고《호 
름률》 ( fluent ) 이라고 하는것은 극히 짧은 시간동안의 흐름의 변화률로서 오 
늘날의 미분결수에 해당한다. 

고대그리스시기로부터 시작하여 뉴톤 이전 시기의 모든 수학자들은 면적을 
무한히 작은 불가분량의 합으로 생각하였으나 뉴톤은 면적의 흐름률을 확정해 
놓고 그로부터 본래 함수를 구하는 방법으로 즉 역흐름률법으로 면적을 구하는 
방법을 내놓았다. 

이와 같이 뉴톤은 여려가지 접선을 구하는 수법，면적을 구하는 수법을 두 
가지 보편적수법인《정호름률법》(미분법)과《역호름률법》(적분법)으로 통 
일시켰다. 

라이브니쯔 (1646 년 一 1716 년)는 도이■란드의 수학자，철학자이다. 

라이브니쯔는 곡선에 접선을 긋는다는 기하학적문제로부터 뉴톤의 흐름률 
에 대응하는 미분결수에 이르렀다. 라이브니쯔의 미분적분학은〈〈불가분량해 
석학〉〉또는 〈〈무한소해석학〉〉이라고 불리운다. 여기서는〈〈련속률〉〉이라는 
원리가 작용하고있는데 이것은 뉴톤의 극한개념의 역할을 하고있다. 

라이브니쯔는 수학에서 기초의 중요성을 제창하고 기묘한 기호법을 완성하 
였다. 

그는 미분법을 자의 계산，적분법을 합의 계산으로 생각하고 미분기 
호 d (穴!* 々 diffence 々 의 첫 글자)，적분기호 $ (합 々 summa 々 의 첫 글자를 
우아래로 길게 늘인것)를 사용하였다. 미적분학의 창시는 수학을 불변량을 대 
상으로 하던 정적인 수학으로부터 변량을 연구대상으로 하는 동적인 수학으로 
넘기 였으며 수학발전력사에서 하나의 전환적계기를 열어 놓은 인류과학발전에 
서 특이할만 한 사변이였다. A 
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위치와 방향을 약간 변화시키면 그 자리길을 에측할수 없게 된다. 


이처럼 처음조건을 약간 변화시킬 때 에측할수 없는 상태로 되는 
것을 카오스현상이라고 부른다. 

카오스 ( Chaos ) 란 말은 그리스어로《 혼돈》을 의미한다. 자연 
및 사회현상에서 처음조건에 의해 질점의 위치가 결정되는 계를 결정 
론적계라고 부르며 브라운운등에서처럼 질점의 위치를 확정할수 없는 
계를 비결정론적계라고 부론다. 

최근시기에 류제의 흐름을 연구하면서 외부적환경을 약간 변경시 
키면 란류가 생기는것을 통하여 결정론적계도 비결정론적계도 아닌 
새로운 카오스계가 있다는것이 밝혀졌다. (1960 년대) 

카오스현상은 비선형 미분방정식의 풀이와 련결되여있는데 21세기 
에 들어와 비선형현상이 수학의 중요한 연구대상으로 등장하면서 카 
오스연구는 현대수학의 중요한 연구분야로 되고있다. 

콤퓨터와 수학적모형화리론의 발전으로 카오스리론은 매우 급속 


히 발전하고있는 현대응용수학의 핵심분야로 되고있으며 특히 류체력 
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제 5 장. 확불과 4•계 




사건고ᅡ 확률 
우연량으 I 확률분포 
통계자료처리 
통계적추정과 예측 
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1. 乂ᅡ건고ᅡ 그 산법 


제1절. 사건과 확률 


윷놀이를 할 때 윷가락을 던지면 〈〈도〉〉，〈〈개〉〉，〈〈걸〉〉，〈〈중〉〉，〈〈모〉〉가운데 
어느 하나가 나온다. 

윷가락을 던지는것과 같이 어떤 현상이 일어나도록 조건을 지어주는것을 시행， 
〈〈모》라든가《개》와 같이 시행의 결과에 일어나는 현상을 사건이라고 부론다. 




Ll 부터 10까지의 수가 하나씩 적혀있 



수자카드가 


들어있는 통에 


서 아무렇게나 2개의 수자카드를 꺼낼 때 다음의 사건들이 일어 
날수 있는가? 

1) 수들의 합이 2보다 작지 않을 사건 

2) 수들의 합이 30과 같을 사건 

3) 수들의 합이 10보다 작을 사건 


시행의 결과 반드시 일어나는 사건을 확실한 사건，절대로 일어 
나지 않는 사건을 불가능한 사건，일어날수도 있고 일어나지 않을수 
도 있는 사건을 우연사건이라고 부른다. 


확실 한 사건을 Q , 불가능한 사건을 小 로 표시 하고 우연사건을 A , B , C , … 로 
표시 한다. 

확률론에서는 주로 우연사건을 대상으로 한다. 

이 러 저 러한 시 행의 결과로 나타나는 사건들은 서 로 련관되 여있으며 몇개의 사건 
들이 결합되여 새로운 사건이 생긴다. 

그러므로 사건들의 산법을 고찰해 야 한다. 

합사건 

시행의 결과에 두 사건 A 와 B 가운데 어느 한 사건이 일어나도 일어나는 사건을 
두 사건 A 와 B 의 합사건이 라고 부르고 AUB (또는 A + B ) 로 표시한다. 

차사건 

시행의 결과에 두 사건 A 와 B 가운데 A 는 일어나고 B 는 일어나지 않는 사건을 
A 와 묘의 차사건이 라고 부르고 A\B (또는 A - B ) 로 표시한다. 

적사건 

시행의 결과에 A 와 B 가 동시에 일어나면 일어나는 사건을 사건 A 와 B 의 적사건 

이 라고 부르고 AnB (또는 AB ) 로 표시한다. 

사건 A 와 B 에 대하여 사건 A 가 일어나면 늘 사건 묘가 일어날 때 사건 A 는 
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사건 B 에 포함된다고 말하고 A〔B 로 표시하며 AcB 이 고 BcA 이 면 A 와 B 는 같다 
고 말하고 A=B 로 표시한다. 


배반사건 

두 사건 A, B 에 대하여 AHB =( t ) 즉 적사건이 늘 불가능한 사건일 때 A 와 B 를 
서로 배반이라고 부론다. 

나머지사건 

두 사건 A, B 에 대하여 AnB = d ), AUB=D 이면 B 를 A 의 나머지사건 (또는 A 
를 B 의 나□ᅥ지사건) 이 라고 부르고 1( 또는 豆 ) 로 표시한다. 

어떤 함에 1등품，2등품，3등품이 섞여있다. 여기서 아무렇게나 한개를 
꺼낼 때 1，2，3등품이 나올 사건을 A 1? A 2 , A 3 으로 표시할 때 다음 

사건들은 어떤 사건인가? 

AiUA 2 , AiHA 2 , A 3 , AiUA 2 UA 3 , A 1 UA 2 

(풀이) AiUAz 는 1 등품 또는 2 등품이 나올 사건이고 

AiAAs 은 1 등품도 나오고 2 등품도 나올 사건인데 이것은 불가능하다. 

&은 3 등품이 아닌것이 나올 사건이므로 = A 2 U Ax 

AiUAzUAs 은 1, 2, 3 등품가운데 어느 하나가 나올 사건이므로 확실한 
사건이다. 

시 UA 2 는 1등품이거나 2등품이 나오지 않을 사건이므로 A 1 UA 2 = A 3 

문 제 

1. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 던지는 시행에서 다음의 사건은 어떤 
사건인가? 

1) 검은색과 흰색 이 동시에 나타날 사건 

2) 검은색 이 나타날 사건 

3) 검은색 이나 흰색 이 나타날 사건 

4) 흰색 이 나타날 사건 

2. 다음 사건들은 어떤 사건인가? 

1) 도체 에 전기 가 흐르면 열 이 발생한다. 

2) 보통온도에서 납땜은 녹는다. 
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3) 돌을 던지면 아래로 떨어진다. 

4) 표준대기압에서 0 T ： 이면 물은 언다. 

5) 한 사람이 한번 사격 하여 목표를 명 중한다. 

3. 어떤 제품이 합격품으로 되는 사건을 A , 불합격품으로 되는 사건을 B , 합격품가 
운데 서 도 1등품일 사건을 C , 1등품이 아닐 사건을 D 로 표시하면 다음의 사건들 
은 어떤 사건들인가? 

1) AUB , AUC , BUC 2) AHB , ARC , AHD 

3) A \ B , A \ C , A\D 

4. 세 사건 A , B , C 에 대 하여 어느 사건이 사건 AUBUC 인가? 

1) 세 사건가운데서 적어도 한 사건은 일어나지 않는다. 

2) 세 사건이 다 일어 나는것은 아니 다. 

3) 세 사건이 다 일어나지 않는다. 

4) 어느 한 사건이 라도 일어난다. 

5. 세 사건 A , B , C 가운데서 두 사건만 일어 날 때 일어 난다고 보는 사건을 산법기 
호를 써 서 식 으로 나타내 여라. 

2 . A ᅡ건의 확률 

자연현상들가운데는 우연적인것이 적지 않으므로 자연을 정복하고 그것을 인민 
경제 발전에 더 잘 리 용하기 위 해서 는 실천과정 에서 부닥치게 되는 각이한 우연현상 
들을 분석해야 하며 이러저러한 사건들이 일어날 가능성을 타산해야 한다. 

확률의 롱계적정외 

한번의 시 행 에서 주목하는 사건이 나타나겠는가 나타나지 않겠는가는 단정할수 
없다. 그러나 같은 시행을 여러번 반복할 때 사건의 출현은 어떤 일정한 합법칙성에 
따른다는것을 알수 있다. 이 합법칙성을 통하여 그것이 나타날 가능성정도를 량적으 
로 평가 할수 있 다. 

앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성을 고찰하기 위해 
진행한 실험결과를 표로 나타내면 다음과 같다. 


_ 

■. ᅡ:: 


. . 


' 구 1 - 

校接■영황 己 _ _ : £ 
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■뵤 망망망땅망 ^ m 

\ 

변. i •행 행향빼와장接를항■다철 
ᅳ ■: 


n ) I 


2 048 
4 040 
12 000 
24 000 
30 000 
72 088 


1 061 
2 048 
6 019 
12 012 
14 984 
36 124 


0.518 1 
0.506 9 
0.501 6 
0.500 5 
0.499 6 
0.501 1 
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^번의 시행에서 사건 A 가 소번 일어났다고 할 때 소를 사건 A 의 빈도수， 비 


사건 A 의 빈도률이 라고 부론다. 


알:아:보:기 


원판을 던지는 시행에서 




1) ^이 커질 때 빈도률 ᅀ는 어떤 수에 가까와지는가? 

n 

2) 원판을 던질 때 앞면이 나타날 가능성을 얼마로 보아야 하겠 
는가? 

많은 실험결과는 시행의 회수 w 을 크게 하면 반도률 ᅀ가 어떤 수 근에 

n 

가까와간다는것을 보여준다. 이 수 P 를 사건 A 의 확률이라고 부른다. 


이렇게 확률을 정하는것을 확률의 롱계적정외라 고 부론다. 

통계적방법 으로 확률을 구하자면 시행을 수많이 되풀이해 야 하는데 이 렇게 하는 

것 은 어 려우므로 시 행회 수 ^ 7 이 상당히 믈 때의 빈도률 一를 사건 A 의 확률로 본다. 

n 

그러 므로 이 확률은 어 디 까지 나 근사값이다. 

"aTT) 원판을 던지는 시행에서 앞면이 나타나는 사건의 빈도률 -는 ^이 커짐 
- n 

에 따라 0.5 에 접근한다. 

따라서 이 사건의 확률은 P =0.5 이다. 


례 p 어느 공장에서 생산한 전구 2 000알가운데 수명이 3 000시간이상 되는 
것이 1 860알 들어있다. 이런 전구들이 들어있는 통안에서 아무렇게나 
한개 꺼냈을 때 그것의 수명이 3 000시간이상일 확률을 구하여라. 


P = 


1860 

2000 


= 0.93 


문 제 

1. 어떤 사수가 동일한 조건밑에서 사격을 진행한 결과 다음 표와 같은 성적을 얻었다면 


명중확률은 얼마이겠는가? 사수는 매 사격에서 10발씩 쏘았다고 한다. 
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2. 통안에 15개의 제품이 들어있다. 통안에서 아무렇게 나 한개의 제품을 꺼내여 그 
것이 몇등품인가를 조사하고 다시 통안에 넣는다. 이렇게 500번 조사하였는데 1 
등품이 324번 나타났다. 1등품이 통안에 몇개나 있다고 볼수 있는가? 


고전적정의 

어떤 사건들에 대해서는 시행을 반복하지 않고 그 확률을 정할수 있다. 




주사위 (그림 5 _ 1)를 한번 던질 때 웃면에 /개 의 눈이 나타나는 사 
건을 각각 E /( / = 1, 2, 6 ) 라고 표시 하면 



그림 



1) 일어날수 있는 사건이 몇가지인가? 

2) 사건 E 2 이 나타날 가능성은 얼마인가? 사건 E 3 이 나타날 가 
능성은 얼마인가? 

3) E ,. 들가운데 한 사건이 일어날 때 다른 사건도 함께 일어나는 
경우가 있는가? 

4) 웃면에 짝수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사건들로 이루어 
지 는가? 

5) 웃면에 3의 배수개의 눈이 나타나는 사건은 어떤 사건들로 이 
루어지는가? 

한번의 시행에서 나타날수 있는 사건을 요소사건이라고 부론다. 

이때 어떤 두 요소사건도 서로 배반이며 모든 사건들은 요소사건들로 이루어진다. 
이제부터 한번 시행에서 나타날 가능성이 같은 n 개의 요소사건이 일어나는 경우 
를 고찰하겠다. 
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瓦 1》 윷가락을 던지는 시행에서 요소사건의 수는 얼마인가? 

(풀이) 윷가락은 앞면과 뒤면이 구별되는 4개의 가락으로 되 여있다. 

이것들을 던질 때 매 가락은 앞면 또는 뒤면의 어느 한 면만을 나타낸다. 
그러므로 윷가락을 던지는 시행에서 나타나는 매 사건은 앞면과 뒤면의 
2개 원소로 이루어진 모임에서 4개를 뽑은 중복순렬과 같다. 

따라서 이 시행에서의 요소사건수는 


n 4 2 = 2 4 = 16 




만년필 이 7자루，원주필 이 3자루 들어있는 통에서 아무렇 게 나 한 

자루 꺼낼 때 그것이 만년필일 가능성이 크다고 말하면 옳은가? 
왜 그런가? 


한 시행에서 일어날수 있는 요소사건들이 모두 개이고 사건 

A 가 소(0< 소 <비개의 요소사건들로 이루어진 사건이면 소 를 사 

n 

건 A 의 확률이라고 부르며 P ( A ) 로 표시한다. 즉 

/、 k 

P ( A ) = - 

n 

이렇게 확률을 정하는것을 확률의 고전적정의라 고 부론다. 

아무런 사건 A 에 대해서나 늘 0< P ( A )<1 이다. 특히 

P ( Q ) = 1, PU )=0 

굽 n ) 앞면과 뒤면이 구별되는 원판을 던지는 시행에서 요소사건수는 2이고 
앞면이 나타나는 사건은 1개이므로 앞면이 나타날 사건을 A 라면 



이 것은 앞에서 통계 적방법 으로 구한 확률과 일 치한다. 

윷놀이를 할 때 《도〉〉， 《개〉〉， 《걸》， 《쓩》， 《모》가 나오는 

사건들이 확률이 같은 사건이라고 볼수 있는가? 

(풀이) 윷가락을 던지는 시행에서 요소사건수는 16이다. 《도〉〉， 《개》， 

《걸》，《쓩》，《모》가 나오는 사건들을 A , B , C , D , 표라고 하자. 
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윷가락 4개가운데서 한개만 앞면이 나타난것이 〈〈도〉〉이므로〈〈도〉〉가 나 
오는 사건은 개의 요소사건으로 이루어진다. 따라서 



p ( A ) = 도: 

4 

_ 1 


16 

16 

4 

《 개〉〉가 나오는 사건은 Cl 

개의 

3斗사건 0 로 이 루어지 므로 


P(B) = ^ = 

6 

3 


16 

16 

8 

〈〈걸〉〉이 

나오는 사건은 C4 

의 - 

3斗사건 0 로 이 루어지 므로 


P(C) = ■ 드 1 = 

4 

_ 1 


16 

16 

4 

《쓩》과 

《모》는 각각 C \ 

， C ： 

개의 요소사건으로 이루어진다. 

그런데 C 

卜 C 이이므로 




P(D)=P(E) 

1 

16 



그러므로 

P ( D ) =P ( E ) <P ( A ) =P ( C ) <P ( B ) 


어떤 양어장에서 100 마리의 물고기를 잡아 붉은 표식을 하여 놓아주었다. 
얼마후 새로 물고기를 100 마리 잡아보니 붉은 표식이 있는 물고기가 2 
마리 였 다. 저 수지 에 물고기 가 모두 몇마리 정 도 있겠는가? 

(풀이) 저수지에 있는 물고기수를 x 라고 하고 이때 임의로 한마리의 물고기를 잡 

았을 때 붉은 표식 이 있을 확률은 M 이 라고 볼수 있다. 

x 

한편 100 마리 를 잡았을 때 붉은 표식 이 있는것 이 2 마리였 으므로 붉은 표 


매 야래가 해 w 눈다. 


1 다 리•乂] 


100_ 2 
x 100 

x =5000 


답. 5 000마리 


(주의) 이 실례에서 


2 


100 


는 통계적정의에 기초하고있으며 


100 


은 고전적정의에 


기초하고있 다. 
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1. 3개의 정수와 2개의 부수가 있다. 그가운데서 아무렇게나 2개를 잠을 때 그것들 
의 적이 정수일 사건 A 와 부수일 사건 B 의 확률을 구하여라. 

2. 주사위를 2개 던졌을 때 웃면에 나타나는 눈수의 합이 9로 될 사건의 확률을 구 
하여 라. 

3. 매 면을 고르롭게 칠한 바른 6 면체를 1 000개의 크기가 득같은 조각바른 6 면체로 
나누고 섞은 다음 임의로 한조각 바른 6 면체를 잡았을 때 2 개 면이 색칠되였을 
확률을 구하여 라. 또 어느 면도 색칠되지 않았을 확률을 구하여 라. 

4. 1등품이 10개，2등품이 3개，3등품이 2개 들어있는 통에서 

1 ) 아무렇게 나 한개를 꺼 낸것 이 1 등품일 확률을 구하여 라. 

2 ) 아무렇게 나 2 개를 꺼낸것 이 다 1 등품일 확률을 구하여 라. 

3) 아무렇게나 2개를 꺼냈을 때 그가운데 하나는 1등품이고 다른 하나는 2등품일 확 
률을 구하여 라. 

5. 같은 종류의 제품 N 개가운데 1등품이 M (< N ) 개 있다. 여기서 아무렇게나 

(< N ) 개를 꺼낼 때 거기에 1등품이 m ( < M ) 개 있을 확률을 구하여라. 

탕 구 


너비가 «인 접촉지뢰를 L 인 간격 («< L ) 으로 매설하였다. 땅크 
의 너비는 6이고 무한궤도의 너비는 쇼 U <6-2 A ) 라고 한다. 지뢰원에 
의하여 땅크가 파괴될 확률을 구하여라. 


3. 더하기정리와 곱하기정리 
더하기정리 


정리 1. 배반사건의 합사건의 확률은 매개 사건의 
확률의 합과 같다. 즉 

AnB =(|) 이면 P ( AUB )= P ( A )+ P ( B ) 
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(증명) 요소사건들의 개 수를 n ， 이 가운데서 사건 A , B 를 이 루는 요소사건의 수 
를 각각 …라면 

p ( a ) = ^ 9 P ( B ) = 生 
n n 

A , B 는 배반사건이므로 AUB 는 ,+ m 2 의 요소사건들로 이루어진다. 

1 다 리•乂] 

P ( AUB )= mi+ 〜 =^ + 쁘 = P ( A )+ P ( B ) 

n n n 

일 반적 으로 사건 A ” A 2 , A 3 ，…， A w 들이 서 로 배 반이 면 

P ( AxUA 2 U---U A „)= P ( A 1 )+ P ( A 2 )+-• -+ P ( A „) 


계. 사건 A 의 나머지사건 A 의 확률은 

p(a ]= i - p ( a ) 


(증명) A 와 A 는 배 반사건이 고 AUA = Q 이 므로 정 리 1에 의해 

P(AU A )= P ( A )+ P ( A )=1 


i 다 리•乂] 


P ( A )=1- P ( A ) 


aTT ) 60개 의 제 품이 들어있는 상자에 서 1등품이 51개，2등품이 7개，3등 
라고 한다. 이 상자에서 아무렇게나 한개의 제품을 꺼낼 때 그것이 1 


>1 2 개 


n tz 

5 " 


이거 


나 2등품일 사건 C 와 3등품일 사건 D 의 확률을 구하여 라. 

(풀이) 꺼 낸 제 품이 1등품일 사건을 A , 2등품일 사건을 B 로 표시하면 

51 7 


P ( A ) 


60 


， p(b) 


60 


그런데 C = AUB ， AnB = cf > 이므로 

P ( C ) = P ( A )+ P ( B ) 


51 7 58 29 


60 60 60 30 


그리고 D = C 이므로 


P ( D ) = 1- P ( C ) = 1- 


29 1 


30 30 


례 2) 20마리 의 토끼 가운데 검 은 토끼 가 7마리 이고 나머 지 는 흰 토끼 이다. 이 
가운데서 아무렇게나 4마리의 토끼를 꺼낼 때 적어도 한마리가 검은 토 
끼일 확률을 구하여 라. 

(풀이) 20마리가운데서 4마리를 꺼 내는 시 행이므로 가능한 경 우수는 이 다. 
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그가운데 4마리가 모두 흰 토끼일 사건은 C & 개의 요소사건으로 이루어 
진다. 이 사건을 A 로 표시하면 4마리 가운데 적 어도 한마리 가 검은 토끼 
일 사건은 I 이 므로 그 확률은 다음과 같다. 


P ( X )=1- P ( A )=1 - 


生 

广 4 


13-12-1 M 0 _ 1 143 _ 826 

20.19.18.17 ~ ~ 969 ~ 969 


«0.85 


일 반적 으로 임의의 두 사건 A , 묘에 대 하여 다음 식 이 성 립한다. 



aTT ) loo 이하의 자연수가운데서 임의로 잡은 수가 2 또는 5로 완제될 확률을 
구하여 라. 

(풀이) 임의로 잡은 수가 2로 완제될 사건을 Ai , 5로 완제될 사건을 A 2 로 표시 
하면 2 또는 5로 완제될 사건은 사과 A 2 의 합사건이다. 

그런데 2와 5로 완제되는 수 즉 10의 배수들이 있으므로 

Aj 「) A 2 * <t> 

그러므로 시와 A 2 는 배반사건이 아니다. 

따_ 리•乂] 


P (Ai U A 2 ) =P ( Ai ) +P ( A 2 )-p ( Ai n A 2 ) 


50 20 10 _ 3 

Too + Too~Too ~ 5 



제 


1. 50 개의 제품가운데 2등품이 10개 있다고 한다. 아무렇게나 5개의 제품을 꺼낼 
때 2등품이 적 어도 한개 들어있을 확률을 구하여 라. 

2. 40개 의 공가운데 롱구공이 10개 들어있 다. 아무렇 게 나 6개 의 공을 잠을 때 통구 
공이 2개 이상일 확률을 구하여 라. 

3. 일반화된 더하기공식 P ( AUB )= P ( A )+ P ( B )- P ( Af ! B ) 를 증명하여라. 

4. 1부터 20까지의 수를 하나씩 써넣은 20개의 카드가운데서 아무렇게나 한 카드를 
잡았을 때 거기에 적힌 수가 2의 배수이거나 3의 배수일 확률을 구하여라. 

5. 1부터 20까지의 번호를 붙인 20장의 카드가 있는 상자에서 임의로 3장을 꺼낼 

때 5의 배수가 적 어도 하나 들어있을 확률은 ( ) 이 다. 


1 ) 


19 

T 


2 ) 


29 

57 


3) 


39 

57 


4) 


49 

57 
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곱하기정리 





두개의 주사위를 하나씩 던질 때 두번째 주사위의 웃면에 1의 

눈이 나타나는 사건의 확률은 첫 번째 주사위 의 웃면 에 어 떤 
눈이 나타났는가에 관계되는가? 

흰 공이 7개，검은 공이 3개 들어있는 통에서 2개의 공을 임 
의로 하나씩 꺼낼 때 두번째로 꺼낸 공이 흰 공일 사건의 확 
률은 첫 번째 로 어 떤 공을 꺼냈는가에 관계 되 는가? 


1 ) 에서 둘째 주사위의 웃면에 1의 눈이 나타나는 사건은 젓 번째 주사위의 웃면에 
어떤 수의 눈이 나타났는가에 관계없이 일어날수도 있고 일어나지 않을수도 있다. 이 
와 같이 두 사건 A , B 에서 어느 한 사건이 일어 날 확률이 다른 사건이 일어났는가 
일어 나지 않았는가에 관계되지 않을 때 두 사건 A , B 는 서 로 독립이 라고 말한다. 

2 ) 에서와 같이 일반적으로 시행을 두번 실시할 때 첫 시행에서 사건 A 가 일어났 
는가 일어나지 않았는가에 따라 두번째 시행에서 사건 B 가 일어날 확률이 달라질 때 사 
건 묘는 사건 A 에 종속된다고 말한다. 


사건 A 가 일어난 조건밑에서 사건 B 가 일어날 확률을 
조건부확률이라고 부르고 P A 우로 표시한다. 


aTT ) 흰 공이 7개，검은 공이 3개 들어있는 통에서 처음 꺼낸 공이 흰 공일 사건 A , 
두번째 로 꺼 낸 공이 흰 공일 사건을 B 라면 P A ( B ), P X ( B ) 는 어떤 사건의 확 

률이며 그 값은 얼마인가? 

P A ( B ) 는 첫번째로 흰 공을 꺼낸 조건밑에서 두번째로 흰 공을 꺼낼 사 
건의 확률이다. 그러므로 


Pa(b) 


7-1 


7 + 3- 


6 2 
9 ~ 3 


P X ( B ) 는 첫번째로 검은 공을 꺼낸 조건밑에서 두번째로 흰 


꺼낼 


사건의 확률이다. 그러므로 


P X ( B ) 


7 


7 


10-1 9 
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정리 2. 두 사건 A ， B 의 적사건의 확률은 한 사건의 확률에 이 
사건이 일어난 조건밑에서 다른 사건이 일어날 조건부확 
률을 곱한 적과 같다. 즉 

P (A n B ) = P ( A ) • P A ( B ) = P ( B ) • P B ( A ) 


(증명) 요소사건의 수를 n ， 그가운데서 사건 A , AflB 를 이루는 요소사건의 수를 
각각 m ， k 라면 

ᅲ /… 、ᅲ、 k m k 

p ( AnB ) = — =- 

n n m 

그런데 - = P ( A ) ? ^ = P a ( B ) 이므로 
n m 

p ( AnB ) = P ( A ). P a ( B ) 

마찬가지로 P ( AnB ) = P ( B ). P B ( A ) 도 증명된다. 

A , B 가 독립이라면 P a ( B )= P ( B ), P b ( A )= P ( A ) 이므로 

P ( AnB )= P ( A ) • P ( B ) 

3 개 이상의 사건들에 대 해서 는 다음 공식 이 성 립한다. 


p(AnBnc) = P ( A ) P A ( B ) p AnB ( c ) 


aiT) loo 개의 제품이 들어있는 제품상자가 있다. 상자에서 5 개의 제품을 하나 
씩 꺼내여 검사하는데 한개라도 불합격품이 나오면 그 상자의 제품은 모 
두 불합격으로 판정된다고 하자. 상자안에 불합격품이 5개정도 들어있다 
고 하면 이 제품상자가 불합격으로 판정될 확률은 얼마인가? 

(풀이) 제품상자가 합격으로 판정될 사건을 A , /번째 검사에서 합격품이 나올 사 
건을 A , (1, 2, …， 5) 라고 하면 

A—Ai n p 、 2 A3 n A4 n a 5 

곱하기정리에 의해 

p ( a ) = p ( a 1 ) p Ai ( a 2 ) p a irv 、 (쇼 、3 ^^A 1 nA 2 riA3 (쇼나 n a 2 n a 3 n a 4 ( a 5 ) 


100 개 가운데 합격 품이 95 개이 므로 
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P(Aj = 

p Ai (a 2 ) 


95 

100 

95-1 


94 


^ > A 1 nA 2 ( A 3 ) 


100-1 99 

94-1 93 


Pa 1 DA 2 nA 3 (a 4 ) 


99-1 98 

93-1 92 


P Al 


n a: n 「1 A z 


(A 5 ) 


98-1 97 

92-1 


97-1 


91 

96 


따라서 p ( a ) = 


95 94 93 92 91 
100 99 98 97 96 


= 0.77 


제품상자가 불합격품으로 판정될 확률은 

1- P ( A )«0.23 



제 


1. 100개의 부속품가운데 2등품이 1개 있다. 부속품을 한개씩 꺼내서 질을 검사할 
때 다음 확률을 구하여 라. 

1) 첫번째에 2등품이 나올 확률 

2) 두번째에 2등품이 나올 확률 

3) 세번째 에 2등품이 나올 확률 

2. 흰 공이 4개，붉은 공이 3개 들어있는 통에서 공을 한개씩 꺼낸다. 첫째것이 흰 

공이 고 둘째것 이 붉은 공일 확률을 구하여 라. 

3. 세 종류의 전자요소가 고장없이 동작할 확률이 각각 0.8，0.85， 0.9 이다. 이 요 
소들은 각각 독립적으로 동작한다. 이 세 요소가 다 고장없이 동작하게 될 확률 
을 구하여 라. 

련습 문제 


1. 다음 명제들에서 옳은것을 잦아보아라. 

1) 총을 쓸 때 목표를 명중하는 사건과 명중하지 못하는 사건은 일어날 가능성이 
같은 사건이 다. 

2) P ( AUB )=1 이면 A 와 B 는 서로 나머지사건이다. 
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3) P ( A )+ P ( B ) = 1 은 두 사건 A , 묘가 서 로 나머 지 사건 이 기 위한 필요조건이 다. 

4) P ( AUB ) = P ( A )+ P ( B ) 이면 사건 A , B 는 서로 독립이다. 

5) A , B 가 배반사건이면 P ( AnB ) = P ( A ). P ( B ) 이 다. 

2 . 아무렇 게 나 두자리수를 쓸 때 그 수자들의 합이 10으로 될 확률을 구하여 라. 

3. 20마리 의 토끼 가운데 5마리 가 검 은 토끼 이다. 이 가운데 서 아무렇 게 나 2마리 를 
꺼낸것이 다 검은 토끼일 확률을 구하여라. 

4. 상자속에 6개의 흰 공과 4개의 검은 공이 들어있다. 이 상자속에서 임의 로 3개 

의 공을 꺼낼 때 그가운데 2개가 흰 공，한개가 검은 공일 확률을 구하여라. 

5. 1부터 9까지의 수자를 하나씩 쓴 9매의 카드가 있다. 이가운데서 아무렇게나 5 

개의 카드를 꺼낼 때 

1) 1，2，3이 다 들어있을 확률을 구하여 라. 

2) 7이 상이 하나만 들어 있을 확률을 구하여 라. 

6 . 학생 15명가운데서 탁구선수 4명을 뽑으러고 한다. 이때 이미 지정된 2명이 다 
탁구선수로 뽑힐 확률은 얼마인가? 

7. 은철 이 와 창현 이가 속한 6학년 2반은 40명 이 다. 이 학급 학생 들을 4개 의 학습반 

으로 10명 씩 가를 때 은절 이 와 창현 이 가 한 학습반에 속할 확률을 구하여 라. 

8 . 전기회로에 직렬로 련결된 3개의 요소가 있다. 전압이 2배로 올라갈 때 매개 
요소가 파괴될 확률은 각각 0.3，0.4， 0.6 이다. 이 회로가 끊어지지 않을 
확률을 구하여 라. 

9. 어떤 전기회로에 20개의 요소가 있다. 이 요소들은 독립적으로 작용하며 고장 
없이 가동할 확률은 모두 0.7 이다. 매 요소들이 동시에 가동할 확률은 다음것 
들가운데 어느것인가? 

1) 1-0. 3 20 2) 1-0. 7 20 3) 0. 3 20 4) 0. 7 20 


10. 불량품이 5% 들어있는 통에서 5 개의 제품을 꺼낼 때 불량품이 한개 들어있는 
확률은 다음것들가운데 어느것인가? 

x ClxCl , 、 4 

1) 5 c 95 2) 0.95 4 X0.05 


3) 4X0.95 4 


4) 5X0.95 4 X0.05 
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제 2 절. 우연량의 확률분포 


1. 2마디분포 

실 제 문제 들에 서 는 이 러 저 러 한 시 행 을 한번 이 아니 라 여 러 번 거 듭 반복할 때 가 
많다. 

실례 로 어 떤 량을 반복 즉정 한다든가 실험 을 되 물이 하는것 을 들수 있다. 

이 러한 시행들의 렬을 시행렬이라고 부론다. 

시행렬 [ I ᅪ에서 매 시행 T ,. 의 결과로 일어나는 사건 시들이 서로 독립이면 이 
시행렬을 독립시 행렬이라고 부론다. 

독립시행 렬가운데서 가장 단순하면서 도 중요한것은 매 시 행의 결과가 항상 두가 

지로 되고 그 확률이 시행의 번호가 달라져도 변하지 않는 그런 시행렬이다. 

독립시행렬의 매 시행에서 두가지 사건 A ， I 만 일어날 때 {TJ 를 단순독립시 
행렬이 라고 부론다. 

" aTT ) 1) 사격수가 3발을 단발사격하는것은 단순독립시행렬인가? 

2) 명중확률이 P 일 때 명중회수의 확률을 구하여라. 

(풀이) 1) 매 사격은 독립적으로 진행되며 그 결과는 매 사격에서 명중할 사건 

을 A 로 표시하면 A 이 든가 I 로만 된 다. 

따라서 사격은 단순독립시행렬이다. 

2) P ( A ) = p , P ( X )= l - P ( A ) = l-p = q 

명중회수 0, 1, 2, 3에 대응하는 사건을 BO , Bp B 2 , B 3 으로 표시 

하면 B 0 = AflAflA 이므로 

P 3 (0) = P ( B 0 ) = P 的. P 的. P 的 : q • q • q = 이 q 3 

이 고 

의 =(AnXn 지 u(XnAn 지 ugnXnA) 이므로 


이 고 
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b 2 =(AnAn 지 u(An 제 A)u(XnAnA) 이므로 

P 3 (2) = P(B 2 ) = C 卜 [P(A)] 2 • P(X) = 더 p 2 q 
이고 B 3 =AnA「|A 이므로 

P 3 (3) = P(B 3 ) = P(A) • P(A) • P(A) = 이 p 3 


일반적으로 


w 개로 된 단순독립시행렬에서 사건 A 가 m 번 나타날 확률 
을 P„(m) 이라고 하면 

P n (m) = C^p m q n ~ m (m=0, 1, 2,.", n) 

여기서 p 는 매 시행에서 A 가 나타날 확률，다는 매 시행 
에서 X가 나타날 확률 (q=l_p) 이다. 


우의 식에서 은 2마디식 (pjc + qp 의 전개식에서 곁수로 된다. 

그러 므로 매 m 의 값에 곁수로 되 는 확률 P w (^)°l 대 응되 였 다고 말할수 있다. 
이러한 의미에서 P ;z {m) (m = 0, 1, .. ,서 을 2 마디분포라 고 부론다. 

ai j) 자동화된 생산공정에서 생산되여나오는 제품들에 대하여 매 시간마다 
100개 씩 선택하여 검 사를 한다고 하자. 정 상적 인 조건밑 에 서 불합격 품 
이 나올 확률은 0.005 라고 한다. 이때 불합격품이 5 개이상 나올 확률 
을 구하여 라. 

(풀이) 제 품을 하나씩 검 사하는것 은 단순독립 시 행 렬 이라고 할수 있으므로 불합 
격품의 개 수 소의 확률은 2마디분포에 따른다. 

따라서 불합격품이 소개 나올 확률은 다음과 같다. 

P 100 (k) = Cf 00 0.005" (1 - 0.005) 100- " 

불합격 품이 5 개 이상 나오는 사건을 A 라면 I는 불합격 품이 4 개 이하인 
사건이다. 따라서 

P (지: 土 Cf 00 0.005" (1- 0.005) 100 ^ 公 0.9947 

足=0 
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I 다라써 


P ( A 卜 1-0.9947 = 0.0053 

이것은 1 000번 검사하였을 때 불합격품이 5개이상 나타나는 사건은 5번 
정 도 일 어 난다는것 을 보여 준다. 즉 정 상상태 에서 는 거의 일 어 나지 않는다 
는것 이 다. 


문 제 

1. 주사위를 던질 때 웃면에 6의 눈이 나타날 확률은 1이다. 10번 던질 때 6의 눈 

6 

이 나타나는 회수가 7일 확률을 구하여 라. 

2. 두 면에 각각 검은색과 흰색을 칠한 원판을 계속 던질 때 검은색이 계속 나타날 

확률이 0.01 보다 작게 하기 위 해서 는 원판을 적 어도 몇번 던져 야 하는가? 

(p = 0.5, lg 2 = 0.301) 

3. 《예》또는 《아니》라고 대답할 6개의 문제에 대하여 되는대로 《예》또는 
《 아니》라고 대 답하였을 때 다음것 을 구하여 라. 

1) 두 문제만 옳게 대 답하였을 확률 

2) 3문제 이상 옳게 대 답하였을 확률 

4. 2등품이 10% 들어있는 제품상자에서 아무렇게나 4개의 제품을 꺼낼 때 그속에 
들어있는 2등품의 개 수의 확률을 구하여 라. 

5. 2마디분포를 리용하여 윷놀이에서 《도》， 《개》， 《걸》， 《쓩》， 《모〉〉가 

나타날 확률을 구하여라. 

실험 에 의하면 2마디분포에서 w 이 충분히 클 때 은 m 의 변화에 따라 

증가하다가 감소한다. 이때 P „ { pi ) °1 최대로 되는 in 을 구하는 문제는 흥미가 있다. 

p w (m + l )_ C ： VV - 1 p 

V n { m ) - C : p、 n ，~m + l q 

이 므로 V n {m + \)< P n ( m ) 이 기 위 해 서 는 - 一— •— < 1 즉 (n + l)pgm + l 로 될것 이 

m + l q 

필요하고 충분하다. 

그러 므로 m 0 = [{n + l ) p ] (여 기 서 [ ᅵ 는 옹근수부를 표시 한다. ) 라고 하면 다음 
사실 이 성 립한다. 
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1° {n + l)p y } 옹근수일 때 에는 

P «(°)< P ,( 1 ) < ••- < P«K - 1 )=Pn( m o)>Pn( m + 1 )>^'>P n ( n ) 

2° (n + l)p 옹근수가 아닐 때 에는 

p ,( 0 )< p «( 1 )<**- < p,K - 1 )< p « K )> p«K +1 )>***> p «(^) 

사실 (/z + l)p 이 옹근수이면 m 0 =(w + l)p 이므로 m 0 <m + l 에서 m 0 =m + l 
또는 m 0 =m 이다. 그러므로 m = m 0 - I , m = m ◦ 이므로 p n ( m 0 -1) = P „(^) 
이다. 

(자 + l)p 가 옹근수가 아니면 m 0 <(n + l)p 이므로 m 0 =m 이다. 

따라서 {n + l)p 옹근수일 때에는 사건 A 가 m 0 -1 또는 …번 출현할 가 
능성 이 제 일 크고 {n + l)p 옹근수가 아닐 때에는 , 번 줄현할 가능성 이 
제일 크다. 

가령 포가 8 문 있 다고 하자. 가동확률이 98% 일 때 몇문의 예 비포를 가져 
야 하는가? 

(풀이) 이 문제를 풀자면 가동하지 못할 가능성이 제일 큰 경우를 생각하여야 
한다. 가동하지 못할 사건을 A 라고 하면 A 의 확률은 2% 즉 0.02 이 다. 

I 다라써 

(n + l)p = (8 + l)x 0.02 = 0.18 이 므로 [0.18] = 0 
이 로부터 예 비포가 필요없다는 결론이 얻어 진다. 

만일 이러한 포가 100문이 있다면 

( n + l)p = (100+ 1) x 0.02 = 2.02 

이 므로 예 비포는 2문이 있 어 야 한다. 

문 제 

1. 20 대의 뻐 스가 있다. 매 뻐 스의 년평 균 가동하지 못할 확률은 0.05 이 다. 몇대의 
예비대수를 가져야 뻐스를 만가동할수 있겠는가? 

2. 100 대의 기대가 있다. 매 기대의 가동확률이 0.98 이다. 기대의 만가동을 보장하 
려 면 몇 대 의 예 비 기 대 를 가져 야 하는가? 

3. 11 명의 축구선수로 구성된 축구림에서 선수의 출석률이 0.98 이다. 후보선수가 


몇명이 있어야 하는가? 
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2. 우연량의 확률분포와 특성값 

2 마디 분포에서 m 이 m = 0, 1,••• 에 따라 변하면 m 의 매 값에는 확률 P w ( m ) °1 
대 응한다. 이 와 같이 心 과 같은 변량에 확률이 대 응될 때 그 변량을 우연 량이라고 
부르고 우연량에 확률을 대응시켜놓은것을 확률분포라 고 부론다. 

2마디분포는 확률분포의 한 실례 로 된다. 

일반적으로 우연량 x 가 취할수 있는 값이 자，句，■•■，'이고 이에 대응하는 확률 
이 p 19 p 2 , …, p „ 일 때 '의 확률분포는 표 



사 

建 ■公 

• • • 

_ 쇼 


聲 약 


n 

P 

Pi 

P2 

• • • 

Vn 


로 표시할수 있 다. 확률분포에 서 확률들의 총합은 늘 1이 다. 

그것은 우연량이 잡을수 있는 모든 값에 대하여 그 값에 대응하는 사건들이 

모두 배 반사건들이 고 그것 들의 합사건은 확실한 사건이 기때 문이 다. 

aTT ) 주사위를 두번 던질 때 웃면이 나타나는 눈의 수의 합 x 의 확률분포를 
구하여 라. 

(풀이) 주사위를 두번 던질 때 요소사건수는 36이다. 매 사건들을 (/，刀로 
표시 하자. (여 기서 /는 첫번째 나온 눈의 수이 고 j 는 두번째 나온 눈의 

수이다.) 

i =2인 사건 (1， 1) 

i =3인 사건 (1，2)，(2， 1) 

i =4인 사건 (1，3)，(2，2)，(3， 1) 

i =5인 사건 (1，4)，(2，3)，(3，2)，(4， 1) 

/ =6인 사건 (1， 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) 

/ =7인 사건 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3)， (5, 2), (6, 1) 

/ =8인 사건 (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2) 

i =9인 사건 (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) 

/ =10인 사건 (4, 6) , (5, 5) , (6, 4) 

i =11 인 사건 (5, 6) , (6, 5) 

i =12인 乂1•건 (6, 6) 

그러므로 주사위를 두번 던질 때 x 의 확률분포는 다음과 같다. 
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우연량의 확률분포를 알고있으면 그 우연량의 특성을 완전히 파악할수 있다. 
그러나 어떤 경우에는 우연량의 개별적인 특성들만 알아도 될 때가 많다. 
우연량의 개별적인 특성가운데서 가장 중요한것이 기대값과 편차이다. 


우연량 가 잡을수 있는 가능한 값들을 지, x 2 ，•…，&이라고 하고 
그에 대응하는 확률을 각각 PDP 2 ，•… , p „ 이라고 할 때 

E x =째 +i 2 p 2 +••• + 八： p, 

을 우연량 x 의 수학적기대값 또는 기대값이라고 부른다. 


수학적기 대값은 우연 량이 잡는 값들의 확률적 인 평 균값이라고 볼수 있 으며 우연 
량의 확률분포에 서 중심 을 표시 하는 득성 량이 다. 

afl ) 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 개수들의 합의 수학적기대 
값을 구하여 라. 

(풀이) 례 1의 표를 리용하면 

E — 2 -卜 3 卜 4 h 5 • — h 6 - h 7 • — 

x 36 18 12 9 36 6 

5 1111 

+ 8• — + 9.- + 10 • —+ 11• —+ 12 • —= 7 

36 9 12 18 36 

이것은 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈의 수의 합이 7일 때 
가 가장 많다는것 이 다. 

~ aTT ) 한가지 부속품을 생산하는 두 기대의 생산량가운데서 생기는 3등품의 
개 수 X 의 확률분포는 각각 다음과 같다. 


Xi 

ill :? 

0 

1 

o 

사 : 

3 

■ 

P 

0.4 

0.3 

0.2 

0.1 



이 2대의 생산량이 같다면 어느 기대가 더 좋은가? 
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(풀이) 두 기대의 생산량이 갈으므로 3등품의 개수가 더 적은 기대가 좋은 기 
대 라고 평가할수 있다. 

두 기대가 내는 3등품개수의 수학적기대값을 구하면 
E = 0 xO . 4+1 x 0. 3+2 x 0. 2+3 x 0. 1 = 1 

자 

E = 0 X0. 3+1 x 0. 5+2 x 0. 2+3 x 0 = 0.9 

ᄌ 2 

E „ > E ， 2 

따라서 둘째 기대가 첫째 기대 보다 더 좋다. 


례 4) 2마디분포에 따르는 우연 량의 수학적기 대값을 구하여 라. 

(풀이) x 가 2마디분포에 따르는 우연 량이면 

v n {k) = c k nV \ n - k (소 = 0 , 1 ,".， ") 

그러므로 그의 기대값은 


n 


kcy q 


l _k 


k=0 




n 


P [ c 


k 一 1 k _1 i 
n-lP q 


l-k 


k=l 


= np(p + q) /zl 


= nip 


례 를 들면 명 중확률이 0.95 인 총으로 100발 사격할 때 95발정 도는 명 중할것 이 
라고 짐작할수 있다. 


문 제 

1. 다음 수렬가운데서 우연량 의 확률분포로 될수 없는것은 어느것인가? 



2) 0.1，0.2， 0.3 


3) p , 1- p , p (p —0) 




n 


2. 어 떤 놀이 감공장의 한 작업 반에 서 동일 한 종류의 놀이감을 생 산하는데 생 산된 제 
품가운데서 1등품이 85%, 2등품이 10%, 3등품이 5% 있고 개당 1등품의 값은 
100원，2등품의 값은 90원，3등품의 값은 85원이다. 이 작업반에서 하루 평균 
생산량이 1 000개 이라면 매 일 작업 에 착수하기 전에 이 작업 반에서는 얼마만한 
수입 을 기 대할수 있는가? 


3. 명 중확률이 0.95 로 평 가된 사격 수가 3번 사격할 때 목표판에 명 중한 회 수 ; c 의 


확률분포와 수학적기 대 값을 구하여 라. 
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4. 원둘레 모양의 고리 를 던져 말뚝에 거 는 놀이 를 할 때 한개 걸릴 때 마다 1점 씩 받 
는다고 하자. 10개 던져서 8점정도 받는 학생이 4개의 고리를 던질 때 얻을수 
있는 점수의 확률분포와 기대값을 구하여라. 


우연량 의 수학적기대값을 E ᄌ라고 할 때 

( X 1 _ E x ) 2 Pi +( x 2 _ E x ) 2 p 2 +••• + ( 八 - E x ) 2 p w 
을 우연량 JC 의 분산 또는 2 제곱편차라고 부르고 CJ 2 ( X ) 로 표시한다. 


ᅱ ⑴ —Z (자 - 民 ) 2 P* 

k-\ 

그리고 

a ⑴= Ji ~ E J 2 Pk 

V k=l 

를 표준편차라고 부른다. 


수학적기대값 E ᄌ 가 분포의 중심을 나타낸다면 2제곱편차 cj 2 0 c ；) 와 표준편차 

cj ^ c ) 는 중심 으로부터 흘어 진 정 도(분산)를 나타내 는 량이다. 

우연량의 수학적기 대값，2제 곱편차，표준편차를 우연량의 특성값이 라고 
부론다. 

례 5) 주사위를 두번 던질 때 웃면에 나타나는 눈수들의 합의 표준편차를 구하 
여라. 

(풀이) 례 2에 서 본바와 같이 수학적기 대값은 E ᄌ=7이 다. 


따라서 cr 2 ( x ) = 



(4-7)2 [ ( 5 - 7 )2 
12 9 



따라서 a ( x ) 



= 2.145 
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aTT ) 한 학생의 성적표가 다음과 같다. 


과목 

■ ■ 

근公; 

知^系 

조，증 ᅡ 

T ᄀ 

■顯 1 ■■ 

외 국어 

沒 ■■■■■■■■ 

경세 


성적 

5 

식 


식 


3 


이때 성적평가를 위하여 시험성적을 우연량으로 보고 특성값을 구하여라. 
(풀이) 확률분포는 


철 ■.轉®!®|廣 

.V 

歲! 蓋 월 월 蓋 g | 系 

■혈讀 혈를를 
.•浴대.. g 能:유.벼 

4 

的년노 | 산산■삯 





P 

1 

4 

1 

4 

1 

4 

1 

4 


평균성적은 수학적 기대 값으로 평가된다. 

m = 5 卜 4 卜 4 h 3 — = 4 

4 4 4 4 

2제곱편차와 표준편차를 구하면 

,x 2 (x)=(5-4) 2 .i + (4-4) 2 .i + (4-4) 2 .i + (3-4) 2 .I = I 



따라서 평균성적은 우등이 지만 편차가 있으므로 학생의 성적은 우등으로 
평가할수 없다. 


문 제 

1. 명 중확률이 0.9 인 총으로 총탄 5발을 가지 고 사격할 때 목표판에 명 중한 회 수 
义 의 수학적기 대 값과 표준편 차를 구하여 라. 

2. 2마디 분포에 따르는 우연 량의 표준편 차가 a = 、/npq 임 을 밝혀 라. 



매번 명중확률이 p 인 사격을 목표를 명중할 때까지 진행한다고 하자. 
사격회수 w 을 우연량으로 보고 (이리한 우연량의 분포를 기하분포라 
고 부•■다.) 그것의 수학적기대값과 2제곱편자를 구하여라. 
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3. 정규분포 


주사위 를 n 번 던져 서 1의 눈이 소 번 나올 확률은 



에 의하여 구할수 있 다. 

오른쪽표는 n = 10 일 때 1의 눈이 나올 회 수 ; c 
의 확률분포이 다. 마찬가지 로 ^2 = 30, 50 일 때 에도 그 
확률분포를 구할수 있다. 이것을 그라프로 표시하면 
그림 5-2 와 같다. 

그림에서 보는것처럼 가의 값이 커짐에 따라 그라 
프의 모양은 점 차적 으로 대 칭 으로 되 여간다. 

일 반적 으로 우연 량 x 가 2마디분포에 따를 때 n 값 
이 커짐에 따라 그 확률분포의 그라프는 대칭인 곡선 
에 가까와간다는것 이 알려져 있다.(그림 5-3) 


쇼 

p u , \ K ) 

r .y '■ ■ 

■ 

0.161 5 

ᅳ:;::: 나 

0.323 0 

■■■玄: 1 義: 舞 

0.290 7 

分:.:：:: 

0.155 0 

"― 厂시 

동建요요® 요建建 

0.054 3 

5 

0.013 0 

■ P 

0.002 2 

1 ■ 7 

■셸별를별■議 

0.000 2 

私 8： 

0.000 0 



' 川 

幻 ft 석 5 S 1 - 1 玄석 iS 석5知 

• • • 




이와 같은 곡선에 따르는 우연량 x 의 확률분포를 정규분포， 그 곡선을 정규분 
포 곡선이 라고 부론다. 


자연현상과 기술에서 만나게 되는 대부분의 우연량들은 정규분포에 따른다. 

례 를 들면 같은 종류의 생 물체 들의 이 러 저 러한 기 관들의 크기 라든가 같은 나이 
의 사람들의 키，발의 길 이 그리 고 여 러 가지 물리 적량들의 측정 값들，브라운운동하 
는 립자의 자리표성 분 등 수많은 량들은 정 규분포에 따른다. 
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우연량 X 의 평 균값이 m 이 고 표준편차가 CT 인 정 규분포곡선은 다음과 같은 성 질 
을 가전다. 

1° 곡선은 에 관하여 대칭이다. 

2° 곡선은 x = m 일 때 최 대 값을 가지 며 x 가 m 에 서 멀 어 져감에 따라 곡선은 义축에 
가까와간다. 

3° 곡선과 x 축사이의 부분면적은 1이다. 


정 규분포를 나타내 는 곡선을 식 으로 표시하면 



V2 


n a 


e 


(x-m ) 2 

n 


평 균값이 m ， 분산이 C 7 2 인 정 규분포를 N ( m , C 7 2 ) 으로 표시 한다. 
우연 량 jc 가 정 규분포 N ( m , )에 따를 때 다음 사실 이 성 립 한다. 


우연량 a : 가 정규분포 ᅀ7ᄀ에 따를 때 

P(m -cr<x<m + (j)- 0.683 
P(m - 2cr <x<m + 2cr) = 0.954 
P(m -3cr < x < m + 3cr) = 0.997 


여 기 서 (m - < t , m + < r ) ， {m - 2 cr , m + 2cr) ， (m - 3 cr , m + 3 cr ) 를 대 응하는 믿믐구간， 
68.3，95.4， 99. 7을 믿음도 라고 부론다. 



그림 5-4 

aTT ) 어느 한 중학교 6학년 남학생들의 키는 기 대값이 163 cm , 표준편차 
가 3 cm 인 정규분포에 따른다고 한다. 이 학생들의 99.7》의 키는 어떤 
범위에 든다고 말할수 있는가? 
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(풀이) m = 163 ( cm ), cr = 3( cm ) 이 므로 
m — 3 cr = 163 — 3*3 = 154 ( cm ) 
m + 3 a = 163 + 3 • 3 = 172 ( cm ) 이 므로 

이 학생 들의 키 는 99. 7%가 154 cm 〜 172 cm 라는것 을 알수 있 다. 

hTT ) 불합격품이 나올 확률이 0.05 인 기대에서 생산한 제품을 1 000개 검사 
할 때 70개 이상의 불합격 품이 나올 확률을 구하여 라. 

(풀이) 제품검사에서 불합격품의 개수를 x 라고 하면 x 는 2마디분포에 따른다. 

자 = 1000 ， p = 0.05 이 므로 
m = nip = 1000 x 0.05 = 50 (개 ) 

cr = = VlOOOx 0.05 x 0.995 « 7 (개 ) 

그런데 시 행 회 수 가 = 1000은 충분히 큰값이 므로 우연량 JC 는 정 규분포 
(50, 7 2 )에 따른다고 볼수 있다. 

m + 3 cr = 50 + 3 x 7 = 71 

I 다라써 P(x > 70) = P ( x>m + 3 o -)^-( l - 0.997) = 0.0015 

이것은 1 000개에서 70개이상의 불합격품이 나오는 사건은 거의 일어나 
지 않는다는것을 보여준다. 


문 제 

1 . 우연량 x 가 정 규분포 N ^120, 기에 따를 때 다음 확률을 구하여 라. 

1) P (99< x <14 l ) 2) P ( x >106) 

2. 어느 한 중학교 6학년 녀학생들의 키는 기대값이 156 cm 이 고 표준편차가 3 cm 인 
정 규분포에 따른다고 한다. 이때 이 녀학생들의 68. 3%가 속하는 키의 범 위를 
구하여 라. 

3. 주사위를 7 200번 던질 때 웃면에 1의 눈이 1 000번이상 나올 확률을 구하여라. 

련습 문제 

1. 토끼가 새끼를 낳을 때 암컷과 수컷을 낳을 확률이 각각 0.5 라고 할 때 다음것 
을 구하여 라. 

1) 8마리 의 새 끼토끼 가운데 암컷 이 3마리일 확률 

2) 8마리 의 새 끼 토끼 가운데 4마리 이 상이 수컷 이 아닐 확률 
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2. 명중확률이 0.8 인 사격을 w 번 진행하였을 때 적어도 w -1 번 명중할 확률이 
0.92 보다 작게 되 는 가장 작은 w 을 구하여 라. 

3. 100개의 제품이 들어있는 상자에 10개의 특제품이 섞 여 있다. 상자에서 임의로 5 
개의 제품을 꺼내였을 때 거기에 들어있는 특제품의 개수 x 의 확률분포와 수학 
적기대값을 구하여 라. 

4. 앞뒤가 구별되는 5개의 원판을 동시에 던질 때 앞면이 나타나는 개수를 x 라고 
할 때 다음것을 구하여 라. 

1) 의 확률분포 

2) x 의 수학적기 대 값과 표준편 차 

5. 남학생 5명，녀학생 3명이 있는 분조에서 2명의 대표를 선출한다. 선출되는 남학생수 
를 라고 할 때 x 의 확률분포，수학적 기 대 값과 표준편 차를 구하여 라. 


제 3 절. 통계자료처리 


통계란 어떤 현상을 특징짓는 자료들을 체계적으로 기록하여놓은것을 말한다. 

실 례 로 여 러 가지 제 줌의 생 산량에 관한 자료，생 산물의 이 러 저 러 한 득성 에 관한 
자료，자연현상이나 사회현상들에 대한 관측자료 같은것을 체계적으로 기록하여놓은 
것들은 모두 통계로 된다. 

관측결과를 체계적 으로 기 록하여놓은것을 통계자료 라고 부론다. 

관즉자료에 기 초하여 관즉한 대 상의 득성 을 분석 하기 위 하여 자료들을 분류하고 
종합하는것 을 통계자료 처리라고 부론다. 


1. 빈도수분포표 




: 다음 표는 어느 한 직장 종업원명단에 
수자료이다. 


따르는 로동자들의 기능 
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1) 이 직장 로동자들의 기능， 

2) 어느 급수를 가진 로동자들이 제일 많고 어느 급 


수가 몇급부터 몇급까지인가? 

-를 가진 로 


동자들이 제일 적은가? 

3 ) 이것을 한눈에 알아보자면 표를 어떻게 작성하면 되는가? 

이 통계를 다음과 같이 작성하면 직장의 종업원들의 기능급수에 대한 정확한 인식 
가질수 있다. 
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이 와 같이 관측자료를 특성 이 같은것 을 조로 편성하여 놓은것 을 빈도수분포표라 
고 부론다. 

빈도수분포표는 관측대상과 그 대상에 대한 빈도수를 한눈에 알아볼수 있게 만 


들어 진 통계분류의 한 형식 이 다. 

통계 를 빈도수분포표형 식 으로 종합하는것 은 여 러 분야에 서 널 리 쓰이 고있다. 
학생들의 학과목별 성적종합표，사격선수들의 사격결과에 대한 성적종합표，소 
대 별 실 탄사격 종합표들은 모두 빈도수분포표이다. 


i:D 


다음 표는 20차례에 걸쳐 진행한 어느 학급 학생들의 시험성적을 학생별로 
종합하여 써놓은 표이 다. 여기서 《학생》칸의 수들은 출석부번호이다. 
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이 표를 통하여 매 학생의 성적이나 성적의 한계 같은것은 알수 있으나 실 
력 이 높은 학생수를 인차 알아보기 어렵다. 

이 자료를 40점부터 100점까지를 10점 간격으로 갈라놓고 거기에 해 당한 
학생 수를 적 는 방법 으로 표를 작성하면 표 3과 같다. 


표 




|하계 세ᄃ시 I 

d ~r 구 간 ( u ) 

-] O - 厂 ( ᄂ」--厂 / 

40-50 

1 

50-60 

7 

60-70 

7 

70-80 

6 

80-90 

11 

90-100 

6 

계 

. - - . •■'.'.세 • ■.. ■'.' - .. -. . ' . ■ .、■ . • 

38 


이와 같이 자료들을 정 리하여 만든 구간을 급， 급사이의 너 비를 급간격， 구간에 
들어있는 자료의 개 수를 그 급의 빈도수라 고 부론다. 

이 런 표를 급분류빈도수분포표라 고 부론다. 

례 1에서 급간격 : 10 

급중심 : 45，55，65，75，85，95 

급이 나 자료수가 많은 경 우에 빈도수분포표만 보고서 는 례 를 들어 60점미 만은 
몇명인가，80점이상은 몇명인가 하는것을 인차 알아내기 어렵다. 

그래서 빈도수의 루적을 생각할 때도 있다. 

첫째 급으로부터 어 떤 급까지 의 빈도수를 다 더한것 을 그 급의 루적빈도수라 고 
부르고 루적빈도수를 써 넣은 빈도수분포표를 루적빈도수분포표라 고 부론다 . 

한 급의 빈도수를 전체 빈도수의 합으로 나눈것 을 그 급의 빈도 률이라고 부르며 
빈도률을 적어놓은 표를 빈도 률분포표라고 부론다. 


aTT ) 표 4는 제1중학교 5학년 학생 40명의 키를 젠 결과를 기록한것이다. 
이것을 가지 고 급간격 이 5 cm 인 빈도수분포표，루적빈도수분포표를 만들 
어 라.(첫째 급은 140이상，145미 만으로 하여 라. ) 
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포표와 루적빈도수분포표는 다음과 같다. 


■■■■■■■■■■■■■■ 變 

—L. y t= ，사 ' 

ᄀ 1 「ᅥ I 가 I 

*—* 1 一 ::寶:!立資;: 


藥|靈■寶■寶■寶■寶■寶! 

_■_■■_ ■ᄂ 

々 „ :, u , 
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140-145 

1 

145〜150 

2 

150〜155 

6 

155〜160 

10 

160〜165 

13 

165-170 

6 

170-175 

2 


계 40 


■봉■험 ■험■험 與 ■험 텔■容 ■험 ■響■험 ■험 

규 

ᄇ 

루적 빈도수 

140-145 

1 

145〜150 

3 

150~155 

9 

155〜160 

19 

160~165 

32 

165-170 

38 

170-175 

40 


문 제 

1. 례 2에서 키 가 155 cm 미 만인 학생 은 몇명 인가? 160 cm 이 상은 몇명 인가? 

2. 례 2에서 키에 대한 빈도률분포표를 만들어라. 

3. 다음 표는 어 떤 학급 학생 들의 키 에 대 한 급분류빈도수분포표이다. 루적빈도수분 
포표，빈도률분포표를 만들어라. 
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2. 순서통계 


통계 를 커지 는 차례 로 써놓은것을 순서통계라 고 부론다. 

순서통계에서 제일 작은 값(왼쪽에 있다.)을 최소값이라고 부르고 ; c min 로，제일 
큰 값을 최 대 2八오른쪽에 있 다. )이 라고 부르고 지 ^ ax 로 표시한다. 

그리 고 R = 을 분포범위라고 부르며 가운데 있는 자료(개 수가 홀수일 

때는 가운데위치에 있는 자료，개수가 짝수일 때는 가운데 있는 두 자료의 합평균) 
를 중위값이 라고 부르고 지ᄄ 로 표시한다. 


aT ^) 학과경연에서 10명의 학생들이 얻은 점수자료는 다음과 같다. 

28，26，24，24，25，25，26，27，29，23 

순서 통계 는 


23，24，24，25，25，26，27，28，28，29 
23， x max = 29 , R = 6， 义ᅳ = 25.5 


mm 


me 


이처럼 집단의 최소값，최대값，중위값，분포범위를 알려고 할 때에는 이미 
는 통계 자료로부터 순서통계를 만들어 야 한다. 


있 



제 


1. 학생 6명의 몸질 량을 재 여 얻은 자료는 다음과 같다. 

59.7，49.5，54.4，63.2，61.3， 57.1 
순서통계 를 만들고 평 균값，최 소값，최 대 값，중위값，분포범 위 를 구하여 라. 

2. 5명의 학생의 키는 다음과 같다. 

162.2，152.1，165.4，171.8，172 

순서통계 를 만들고 평 균값，최 소값，최 대 값，중위값，분포범 위 를 구하여 라. 

3. 통계작성방법 


통계는 객관적인 대상의 득성을 연구하기 위하여 체계적으로 관즉한 결과를 수자로 
기록한것이다. 그러므로 처음부터 기록을 어떤 형식으로 하여 야 특성을 정확히 알아낼 
수 있 겠는가 하는 문제 가 나선다. 그러 므로 동계 양식 문제 와 관즉대 상에 서 어 떤 대 상을 
택 하는 문제 가 중요하다. 

수리통계 학에서 는 관측대 상전체 를 모집단이라고 부르며 거 기 로부터 직 접 관측하는 
대 상을 표본이 라고 부론다. 표본에 들어있는 대상의 수를 표본의 크기라고 부론다. 
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표본은 객관성을 보장할수 있게 우연적으로 뽑는다. 

그러므로 표본의 개개는 우연량으로 된다. 

모집단에서 꺼낸 표본에 대한 관측자료는 관측값과 개수를 표시하는 형식과 대 
상이 어떤 급으로 구분되여 표현되는 형식이 있다. 

관측회 수가 n 일 때 


1° 관측값렬형식 




3° 급분류빈 


도수분 


포표형 식 


^3lill : f 주乂I 비 두 수 

ᄇ ᄇ 흐 n il 」 一]^ 


(h — 幻， 


2 


公 2 Cl 


a k _ 公소— 1 


지 

시 


X k 


_ᅳ'11 

' ᅭ 

|■■■■■황룹혈 


n 、 


n 


2 


n 


k 




llllt 

n 

|||i 


X, 


a i + X + a i 


2 

1， 2,- • •， k 


통계 는 모집 단의 특성 을 알기 위해 만들어 진 자료이 다. 모집 단의 특성값 (수학적 
기 대값과 분산) 을 알기 위해 표본을 리용한다. 

4. 통계량 

조사나 관측을 통하여 얻 은 자료의 분포상태 는 평 균값과 분산에 의해 특징 지 어 
진다. 

1) 평균값 

자료들의 총합을 자료의 개 수로 나눈것 을 평균값이라고 부르고 도 로 표시한다. 
즉 n 개의 자료 지, 义 2 , …,샤 에 대 하여 
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_ Xi + X ) + . • • + 

;c =」 —— 1 - 1 느 

(1) 

n 



자료가 그리 많지 않을 때에는 매 자료를 하나하나 더할수 있지만 많은 자료를 다룰 
때 에는 빈도수분포표형식 으로 주어 질수 있으므로 평 균값으로 다음것을 리 용한다. 

자료가 빈도수분포표로 다음과 같이 주어지면 


■親■■藥!! 


빈도수 


Si ' s'll H^wi . 


시 


:: 보，., :-：:■八::: 씨 I 그'、:::/： ■구/:，，， 生 :-.、:::: y ： \ -■■：*■. : -：./：;；■. : -：:：■：； >./；. ，: --• [：, :- \ r ：\： r ：'/-：\ : ■ 

X ， X,. 5 자 세 

/, K 一' I /V r 


/l / 2 


fk-l fk 


너 / i 나/2+•••나/, 


1 k 

( k \ 


- X X ifi 

Yj fi =n 

(2) j 

il i=\ 

v/=i J 



자료가 급분류빈도수분포표로 주어 지 면 



빈도수 f \ fl . fk-l fk n 



H^ +x ^ + ^ = ji 내 

(k \ 

Z fi =n 

V，=1 J 

(3) 


a [ f ) 표 2 와 표 3 을 가지고 평균성적을 계산하여 비교하여 라. 

(풀이) (2) 에 의해 구하면 평 균성 적 은 

ᄌ = 一 (43+ 53 x 2 + 55 +••• + 96 x 2 + 99 + 100) = ^、 75.08 
38、 7 38 

(3) 에 의해 구하면 

_ 1 2850 

너 一 (45 x 1+ 55 x 7+ 65 x 6 +75 x 7+ 85 x 11+ 95 x 6) = -= 75 

38、 7 38 

75 는 평 균성 적 75. 08 의 근사값이다. 

앞으로 자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 때는 (3) 에 의해 정 해지 는 값을 
평 균값으로 보고 도 로 표시한다. 

급중심 지들가운데서 빈도수가 비교적 크고 거의 가운데 놓인 급의 급중심 以를 
가평균이 라고 부론다. 
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급간격 이 h 라고 할 때 


I /. = — ( x . - a ) (i = 1, 2, …， k ) 
h 


라고 놓으면 x=a + w ,. 쇼이 므로 


•^i/i + ᄌ 2/2 +••• + 자 A ^an^h{uj x + … + u k f k ) 

x = —(x 1 / 1 + x 2 f 2 + * * * + ^ k f k )=a + — (u l f l +u 2 f 2 +-' + u k f k ) 
n n 


여기서 丄(비/ 1+ w 2 / 2 + … + i 아/^) = w 라고 하면 


M 


x = a + hu 




以를 계산하는것은 义를 계산하기보다 간단하므로 이 식을 씨서 평균값을 구하 
것 이 편리할 때 가 많다. 


TT 



례 2) 표 4로 주어진 자료에 대하여 평균키를 두가지 방법으로 구하여라. 


(풀이) 공식 에 의해 구하면 


1 = 쁘으 = 159.75 
40 




錄 




錄 


■ 


■■■■■■馬 

_ \ _ \ _ I 


급중심 지 


142.5 

147.5 

152.5 

157.5 

162.5 

167.5 

172.5 


계 


1 






2 


10 

13 


2 


40 


變懸■羅圖 j 




- 4 
-3 
-2 
-1 
0 
1 
2 


-7 


사 


X f 

I I 


■ 






_ 


142.5 

295 

915 

1 575 

2 112.5 
1 005 

345 


6 390 


사 

u Ji 




-4 

-6 


12 

10 

0 

6 


-22 


(a = 162.5) 


가평균을 리용하면 이 표에 서 보는것 처 럼 w 의 계 산이 쉽다. 


x = 162.5 + 5 x 


(- 22 ) 

40 


= 159.75 
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문 제 

1. 급분류빈도수분포표를 가지고 평균값을 계산할 때 급중심 이 아니라 매개 급의 평 

균값을 리용하면 X 는 시 초자료를 가지 고 계 산한 평 균값과 일 치한다. 왜 그런가? 

2. 례 1에 서 평 균성 적 을 가평균을 씨 서 구하여 라. 

3. 아래의 표에 따르는 닭알의 평균질량을 구하여 라. 


■t 알객 질랑: ( y ) 

A 厂 

4 o ~ 

厂 r\ 

〜 

이국〜 

OO 

r\ 

厂、厂 

卜、 l^v 广 、、/ 

VJ KJ 

70-75 

계 

빈도수 (알) 

6 

41 

123 

190 

111 

29 

500 


2) 분 산 


자료들의 분포상태를 알자면 분포의 범위나 평균값과 같은 분포의 중심위치와 
함께 그로부터 흘어진 정도를 나타내는 수값도 알아내야 한다. 

자료들의 흘어 진 정도를 나타내는 수값을 분산도 라고 부론다. 

매 자료에 대 하여 자 - 1 를 자 (소 = 1, 2,…, n) 의 편차라고 부론다. 




: 편차의 


평균값으로 흘어진 정도를 나타낼수 있겠는가? 


편 차의 2제 곱의 평 균값을，으로 표시 하고 분산이 라고 부론다. 즉 


그리 고 




를 표준편차 라고 부론다. 


자료가 빈도수분포표로 주어지면 분산은 

k 

i=l 



자료가 급분류빈도수분포표로 주어졌을 경우에는 다음과 같이 계산한다. 
사 를 급중심，를 빈도수라고 하면 (/ = 1, 2，•••，足) 
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k 

n = Y J ft 

i=l 


_ 1 k 

X = ^ l Xji 




: 표준편자 



표본에 의해 정해지는 X 와 s 2 및 요를 통계량이 라고 부론다. 
aTl ) 두개 학급의 어느 달 수학과목성적은 다음 표와 같다. 


급 

'、세수 
인言、、 

5 

4 

3 

1 

30 

8 

11 

11 

2 

20 

6 

6 

8 


어느 학급의 성적이 높은가? 


(풀이) 평균성적 % 


5x8 + 4x11 + 3x11 117 


30 


30 




3.9 


시 


5x6+4x6+3x8 78 


20 


20 


3.9 


두 학급의 평균성적은 같다. 분산을 계산하면 


x ； ᅳ x 


.，、v i 


■네. - J f 

、 zxr _ ，■세 

■?—* * 병 


(,， — .X :》 

f 

券 我 

.，•«： M 사 nC .， vC 149 .， vfi .， W ： .， 년 M 사 ， 

，- 、소" ，= 

i 竹 1 f / 

^ 헬^혈^헬^혈^헬^헬!젊 

' ，:' 

빠■，면!예내대바 바上.一빠산내,， A 않ᅩ — AMffJ 

•■■-」 ：：1 

ix -； ...，-- X) 

- ■■■ 

1.21 

8 

9.68 

6 

7.26 

0.01 

11 

0.11 

6 

0.06 

0.81 

11 

8.91 

8 

卜 ‘ 

6.48 


Qf) 

(J 、J 

1 Q '7 

_.l (...>■ * ‘ i 

20 

1 다 R 

.1.. 之 .‘/ <V 


1.1 
0.1 
- 0.9 

K^JU^fKJv-.301^fKJv-UVHKJw-U1HKJw-U1^ 

계 


여기로부터 Sj 


2 18.7 에 2 13.8 


30 


0.623 ， s 


2 


20 


0.69 








































평균성적은 비록 같지만 분산이 작은 1반이 2반보다 실력이 높다고 볼수 
있다. 이것은 분산이 작을수록 성적이 높다는것을 보여준다. 

^\~ T ) 다음의 표는 한 과수농장에서 어떤 과일나무묘목 200그루의 키를 재여 얻은 
자료를 정 리 한것 이 다. 이 자료들의 평균값과 표준편차를 구하여 라. 


•- ( cm ):::: 

27. 5~ 

29. 5〜 

31. 5〜 

33. 5〜 

35. 5- 

37. 5〜 

39. 5~ 

41.5 

-43.5 

계 

빈도수 

(묘목수) 

3 

10 

23 

47 

49 

40 

36 

2 

200 


(풀이) 가평균을 리 용하는것 이 편 리하므로 a = 36.5 라고 놓고 계 산한다. 



x = a + hu = 36.5 + 2( - 0.185) = 36.13( cm ) 
공식 에 의하여 표준편 차를 구하면 


s = ^ xl 728.62 = V ^ I ，2.94( c m ) 
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문 제 

1. 임의의 자료에 대해서나 편차의 총합은 늘 0이라는것을 밝혀라. 

2. 표 4로 주어진 자료의 표준편차를 구하여 라. 

3. 표 5로 주어진 자료의 표준편차를 구하여 라. 

련습 문제 

1. 다음 관측값에서 최소값，최대값，중위값，분포범위를 구하여 라. 

165，21，19，19.5，17.5，15，15.5，18.5，18，21，20.5，23， 23.5 

2. 학생들의 키에 대한 관측값이 다음의 표로 주어졌다. 학생들의 평균키를 구하여라. 


근가격 

인원 

150 - 155 

2 

155 - 160 

13 

160 - 165 

25 

165 - 170 

10 

170 - 175 

5 

175 - 180 

3 

180 - 185 

2 

계 

■屬혈 1 

_ 

0 


3. 과목성적표가 다음과 같을 때 평균성적과 분산을 구하여 라. 


텔■公 ..적^향!^錢 

3 天니 乂、 

1] 1 

厂 

I 

\ 

/ 1 

o 

-S 

° 

■무^ _ 용^■유^■은^ 

계 






인원 

8 

12 

5 

25 


4. 다음 표는 학생들의 몸질 량을 정 리해놓은 급분류빈도수분포표이다. 


급 (想) 

30- 

35 〜 

40~ 

45~ 

50~ 

53 다::- 

60~65 

계 

빈도수 (명) 

1 

5 

14 

25 

22 

12 

6 

85 


1) 평 균몸질 량을 가평균을 리용하는 방법 과 리용하지 않는 방법 으로 각각 구하 
고 비교하여 라. 

2) 표준편차를 구하여라. 
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5. 분산도의 하나로 또한 쓰이는것은 평균편차라 고 부르는 다음과 같은 수값이 다. 

1 소 — 

d =~y]fi x i 

1) 문제 4 에서 몸질량에 대한 자료의 평균편차를 구하여라. 

2) 표준편차와 비교해보아라. 

3) 평균편차를 구하는 과정에 리 용하는 표와 표에 적어 넣는 순차를 어떻게 하는 
것이 좋겠는가를 설명하여라. 

제 4 절胃 롱계적추정과 예측 


1. 롬계적추정 

통계자료에 기초하여 모집단의 특성값(평균값과 분산)을 알아내는것을 추정이 
라고 부론다. 

모집단의 수학적기대값을 모평균이라고 부르고 m , 표준편차를 모표준편차라고 

부르고 여 로 표시하며 표본의 평 균값을 표본평균이 라고 부르고 x , 표준편 차를 표본 
표준편차 라고 부르고 s 로 표시한다. 

표본평균은 표본의 선택에 따라 변한다. 표본의 크기 자이 충분히 크면 표본평 
균은 모평균둘레에 접근한다. 


평균값이 m 이고 표준편자가 c 인 모집단에서 크기가 사 인 표본을 추출 


할 때 자 이 충분히 크면 표본평균 x 는 정규분포 N 


4n 


에 따른다. 


록히 모집단이 정규본포에 따를 때 사 의 크기에 관계없이 는 정규분포 
에 따른다. 


이 사실을 리 용하여 모집 단에서 임의 로 추출한 표본의 크기 w 이 충분히 클 때 
그 표본평 균 x 를 알고 모평 균 m 을 추정 한다. 

꿍 TT ) 표본크기 사 이 충분히 클 때 표본평 균 도 에 의해 모평 균 m 을 믿음 I 
95.4 % 로 추정하여 라. 


(풀이) 표본의 크기 사 이 충분히 크므로 표본평 균 x 는 정 규분포 






、[도 



에 따르며 x 가 취하는 값이 
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m -2-^=r < x < m-\-2 


、[~n 


G 


、 f~n 


의 범위에 속할 확률은 0.954 이다. 
이 안같기식 을 고쳐 쓰면 


— (7 — 

x — 2—== <m<x + 2 


4n 


a 


4n 



이것은 95. 4%의 범위에서 m 이 에 의해 정해진다는것을 의미한다. 
표본을 추출할 때 마다 도의 값에 대 하여 범 위 (*) 에 m 이 포함되지 않욜 
수 있다. 그러나 표본을 100번 추출하면 약 95번정도는 값 도 에 대하여 
범위 (*) 에 m 이 포함된다는것을 의미한다. 

따라서 범위 (*) 는 믿음도가 95. 4%인 m 에 대한 믿음구간으로 된다. 


모표준편차 cr 의 값을 확정하지 못하는 경우가 보통 제 기된다. 그러 나 표본의 
크기 n 이 충분히 클 때에는 cr 를 표본표준편차 x 로 바꾸어도 큰 차이가 생기지 않 
는다. 이 리하여 모평균 m 을 다음과 같이 추정한다. 


모평균 m 에 대하여 믿음도 


95. 4 %의 믿음구간은 

99. 7 》의 믿음구간은 


— S — S 

x-2^=<m<x+2 


4 n 


4 n 


— s — s 

x-3 m < x + 3 


4n 


4n 


a [" T ) 어느 제 l 중학교 남학생들가운데서 임의로 선출된 si 명의 몸질량의 평균 
값이 58.6 kg , 표준편차가 4.5 kg 일 때 이 학교 남학생 전체 의 몸질 량의 

평 균값을 믿 음도 95.4》로 추정하여 라. 


( 풀이 ) 穴 = 81, ᄌ = 58.6 , 身 = 4.5 이 므로 


s 


4.5 


、/81 


0.5 


따라서 이 중학교 남학생의 몸질량의 
평 균값 m 을 믿 음도 95. 能로 
58.6 - 2 x 0.5 <m< 58.6 + 2 x 0.5 

즈 

57.6 <m< 59.6 


모집 단 



으로 추정할수 있 다. 


그림 5~5 
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1. 어 떤 과일 나무의 평 균키 를 조사하기 위하여 200그루의 과일 나무를 측정하여 평 
균값 36.13，표준편 차 2. 94를 얻 었 다. 과일 나무의 평 균키 를 믿 음도 99%로 추정 
하여 라. 

2. 어느 학교 남학생 100명을 임의로 선출하여 키의 평균값 164.9cm, 표준편차 
5.5cm 를 얻었다. 이 학교 남학생전체의 평균키를 믿음도 99. n 로 추정하여 라. 

3. 모집단이 정규분포 N(50, 8 2 )에 따를 때 그로부터 임의로 100개 추출한 표본의 
평균은 어떤 분포를 하는가? 


2. 통계적예측 

두 변량사이의 관계인 함수관계는 확정적인 관계로 설명된다. 

례 를 들면 변의 길 이 고 와 바른6면체 의 체 적 V사이 의 관계 V = X 3 은 확정 적 인 
관계로서 한 변 표가 정해지는데 따라 체적 V는 유일하게 결정된다. 

두 변량사이의 관계에는 또 다른 한가지 경우가 있다. 례를 들어 일정한 면적의 
논의 시 비량과 벼 생 산량사이 의 관계 를 고찰하자. 

벼 생 산량은 시 비량의 영 향을 받을뿐아니 라 또 기 타 일 련의 요인들(기 후，물주기，살 
충 등과 같은것)의 영향을 받는다. 그러므로 시비량이 일정할 때 벼생산량은 일정한 
우연성을 띤다. 

이처럼 독립변수가 일정한 값을 취할때 그에 종속되는 변량이 취하는 값이 일정 
한 우연성을 띠고있을 때 두 변량사이의 관계를 상관관계 라고 부론다. 

상관관계 를 가지 고있 는 두 변 량에 대 하여 통계 분석 을 진행 하는 방법 을 회귀분석 이 
라고 부론다. 

현실 생 활에 는 많은 상관관계 가 존재한다. 

례를 들어 사람의 키와 년령，제품의 원가와 생산량 등은 다 상관관계를 가지는 
것들이다. 




[ 어느 한 지방의 4월 1일부터 11일까지의 온도 측정자료가 다음의 


표로 주어졌다. 


날자 

: .T: 선.: 卜 
丄 

2 

幻 ■ 

4 혀:차 
견 표沒# 

1 

h ■■與 

하 、 j 

： • • 八 . / • 

6 

7 

繼를 

O 

X iti® 

9 

10 

11 

온도 

10 

11 

13 

14 

16 

14.5 

14 

15 

17 

18 

19 
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1) 평면직각자리표계에 표의 매 쌍의 
수자자료에 대 응하는 점 을 찍 어 라. 

2 ) 이 점들은 어떤 특징을 가지고있 
는가? 

3) 그림 5-6 과 같은 직선이 하나뿐 
인가? 



일반적으로 표와 포가 상관관계를 가지고있는 두 변량이며 ^개의 관측자료에 따르 
는 ^개의 점 이 대체로 한 직선의 주위에 분포되 여있다고 할 때 전반적으로 이 사개의 
점과 가장 가깝게 떨어져있는 한 직선을 구해보자. 


구하려는 직선의 방정식을 夕 =a+ 公 x 라고 하자. 
여 기서 a ， b 는 결정해 야 할 곁수이 다. 

변량 표가 수 값 자를 취할때 y i = a + bxi °] 




1) 이때 얻 어지 는 편차 수九 =凡 -(“ + 노^) 0 = 1,2，...，자) 의 합으로 

^개의 점들과 직선의 접근정도를 나타낼수 있는가? 

2 ) 접근정도를 나타내는 량으로는 어떤 량을 생각할수 있는가? 


穴 


Q = (凡 _ 公지 _ a ) 2 + (기 一 公ᄌ 2 - “ ) 2 + • • • + (y n - bx n - a ) 2 = ^ (y t - bx t - a ) 


2 


/=1 


은 자개 의 점 과 직 선의 총체 적 인 접 근정 도를 표시 한다. 

Q 가 최소값을 가지게 하는 결수 a , b 를 구하는 방법을 최소2제곱 법이라고 부 
른다. 


n 


Q=I(j,. - bx i - a ) 


2 


⑴ 


i=\ 


氏 公에 관한 2차식 이 다. 같기 식 


① 之 MMx- 


2 


nx 


i=\ 


i=\ 




nxy 


i=\ 


i=\ 


가 성 립 한다는것 을 쉽 게 밝힐 수 있다. 


같기 식 ①，②를 리 용하면 
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Q = n a - \y - bx 


12 


之느 - 


\2 


X 


i=\ 


zU 入 


少 


b 


i=\ 




-\2 
X 


z=l 


2 


Y J (x i -x\y i 


y. 


/ =1 


2 




-\2 
_ X 


z=l 


t ( y ， 


\2 


y 


/ =i 


로 된다. 이 식으로부터 Q 가 최소값을 가지자면 




n 


n 


n n 


n 


n n 


a 


Z x i Z 모 - Z 지 Z 대 n H 백 모 

——， b = - 


i=l i=l 


n 


n ^ x 2 

i=\ 


i=\ i=\ 

7 ~ n ——^ 

之지 

V /=1 


i=l i=\ 


n 


n 7 x 2 


z 


n 


z 지 


이렇게 얻어진 직선의 방정식 夕=«+뇨를 회귀 직선의 방정식， 이 방정식에 의하 
여 정해지는 직선을 회귀 직선 또는 예측 직선이라고 부론다. 

~^ T ^ ) 앞에서 지적된 기온자료로부터 그 지 방의 4월 날씨 와 관련한 온도예측직 
선을 구하고 12일의 온도를 예측하여 라. 

(풀이) 6일에 해당한 값을。=0이라고 놓고 자료를 다시 만들면 

사 = _5， t 2 = -4 , , 3 = _3， t 4 = -2 , t 5 =- l , t 6 = 0, t 7 =1, 

, 8 = 2 ， , 9 =3， t l0 = 4, t n = 5 


로 되게 할수 있다. 공식을 리용하기 위해 표를 만들면 
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85 


公 = - 

- = 14.68, b 


0.77 


11 


110 



따라서 예측직선은 


이 식으로부터 


j ) = 14.68+ 0.77 호 
6 에 해 당한 j ) 값을 구하면 
j ) = 14.68+ 0.77.6 = 19.3 


따라서 19. TC 라고 예측할수 있다. 

(주의) 시간에 따라 관측되는 자료일 때에는 첫 자료의 중위값을 0으로 하는 방법 
으로 자료를 다시 처 리 하는것 이 계 산에 편 리 하다. 



어떤 공장의 5 년간 생산량장성과정은 다음과 같다. 



생산장성이 에 따라 변한다고 할 때 6년 후의 생 

산량을 에측하여라. 
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1. 두 량 X 와 J 사이 의 즉정 자료가 다음과 같을 때 예 즉직 선의 방정 식 을 구하여 라. 


A 


향를 寒卜 |— ''총 

厂 ) 

署 게 경承 ? 民향 ？^ 

렇, r \ ■■ 

향왕 'z 

齒 i 
丄 o 

少 

2.5 

3 

4.5 

8.4 

10 


2. 다음 표에 의 한 회 귀 직선을 구하여 라. 


圖 _______ 

(公상규 t 公상기 m 公성규 t 公상’幻 ssfry-Tj 公상규삼 yi 

改:、】.: 

■■ 

J 

_ 繼 _■ 

L 

4 

i : 

1 ■圖: 

7 

1 

산여여 巧 

ᄊ 거전 

0 

1 o 

1 / 에 
하하 幻幻. 

少 

2 

3.5 

식 



6 

7.5 


3. 온도에 따르는 질산나트리 움염 의 풀림 도의 변화를 표시하는 실험 공식 을 얻 기 위 
하여 여러가지 온도 00에서 풀림도 G 노)를 측정한 결과 다음과 같은 표가 얻 
어졌다. 


.、•，、，아..， 

| ；"| for-/ .!及 ■장，:: 

몬도 ( X /) 

ᄂ Vt ，/ 

厂 V 

(J 

s.r !.r =-?' 나- o . =.' 

公，:幻: 쑈쑈 ■，公，私이: 

4 

______ 

片…: ■> 하니느片니나;;. 

10 

=-：" =-} !.)' !.'： ；.)' =-： 

15 

하 M 私 Mi 웹:모■뇨 Ml ■향 

나- !.r ?.r ?.y 나 , ■.：■ 

21 

OQ 

스‘ V ) 

片 ■납■선^^ 

技 i ⑶江按수 技 i 技 “ i 

■-：" J ?" !.)' !.)' i.r i 

oa 

oO 

.?■ !:■ !.r !.r ?.?■ !:■ i.r ?.r 

'■■ = - 「여 

51 

， 

■■ '■; ^ ^ Si ； 

68 

풀림도 ( y z ) 

36.7 

76.0 

76.3 

80.6 

85.7 

92.9 

99.4 

113.6 

125.1 


온도와 풀림 도가 직선관계 에 있다고 보고 지. =80에서의 풀림도를 구하여 라. 

련습 문제 

1. 어떤 구의 직경을 30번 반복 측정하여 평균값 14 mm ， 표준편차 0.7 mm 를 얻 었 
다. 측정값이 정규분포에 따른다고 할 때 이 구의 직 경을 믿음도 95%로 추정하 
여라. 

2. 20개 의 조명 등의 수명 을 측정하여 평 균값 3 000시 간，표준편차 20시 간을 얻 었 다. 
이 조명 등의 수명 을 믿 음확률 0.95 로 추정하여 라. 

3. 어떤 량에 대한 측정값이 4.78，4.79，4.76，4.79，4.77，4.78，4.76，4.78, 
4.79， 4. 78일 때 모평 균값을 믿 음도 99.7》로 추정하여 라. 

4. 시 비량과 알곡수확고사이 의 관계 가 다음 표로 주어 졌 다. 
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지. 는 시 비량이고 少,. 는 대 응하는 알곡수확고이 다. 단위 는 kg 이 다. 

이 표를 리용하여 28 kg , 150 kg 을 시비할 때 알곡수확고를 각각 구하여라. 

5. 어떤 공장에서 매 달 x ( 단위 만개)개의 제품을 생산하여 j 원(단위 만원)의 수 

입을 얻는데 년간 생산실적은 다음 표로 표시된다. 

생 산실적 을 득징 짓 는 회 귀 직선을 구하여 라. 


• 八， 

1 f) Q 

1 - • 

1 1 9 

i. i ᅀ 

1 1 Q 
i • i 

1 9R 

1 개 

J_ . ou 

1 4R 
i • 

1 

1 f\Q 

1 - • u ᄋ 

i on 
i. oU 

y 

2.25 

2.40 

2.55 

2.64 

2.75 

2.92 

3.03 

3.14 

3.26 


■ 복습 문제 

».. 

■ ■ ■ :乂:女-:.'례: 

1. 수자 1, 1, 2, 2, 3을 가지고 만든 세 자리수들의 모임에서 아무렇게나 한개를 
선출하였을 때 그 수가 200보다 크고 300보다 작은 수일 확률을 구하여라. 

2. 100개까지의 자연수들가운데서 임의로 선택한 수가 7로 완제될 확률을 구하 
여라. 

3. 100개의 제품가운데 불합격품이 5개 있다. 여기서 아무렇게나 5개 잡았을 때 
1) 불합격품이 하나도 없을 확률을 구하여라. 

2) 적어도 한개의 불합격품을 포함하는 경우의 확률을 구하여라. 

4. 10명의 사람이 0부터 9까지의 수자를 각각 한개씩 쓸 때 10명이 다 다른 수자를 
쓸 확률을 구하여 라. 

5. 승강기 가 7명 의 사람을 태 우고 10개 의 층에 멎는다. 같은 층에 서 2명 이상 내 
리지 않을 확률을 구하여 라. 

6. 12명 의 남학생 과 8명 의 녀학생 이 있다. 20명 의 학생가운데 서 6명 을 선수로 
뽑으려 고 한다. 이 때 남학생 4명，녀 학생 2명 이 뽑히 울 확률을 구하여 라. 

7. 수자 1을 쓴 카드가 5매，3을 쓴 카드가 3매，5를 쓴 카드가 2매 있다. 임의로 3 


매의 카드를 잡을 때 
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1) 적어도 두매의 카드에 쓴 수자가 같은 확률을 구하여라. 

2) 3매의 카드에 쓴 수자의 합이 7로 될 사건의 확률을 구하여 라. 

8. 자동보총사격에서 10점에 맞힐 확률은 0.7，9점에 맞힐 확률은 0.3 이다. 3발 
사격 하여 29점 이 상 맞힐 확률을 구하여 라. 

9. 길이가 10인 비트렬 (수자 0또는 1로 이루어진 10자리수자렬)을 우연적으로 발 
생 시킨다. 다음의 경 우에 비 트렬 이 0을 포함하지 않을 확률을 구하여 라. 

1) 비 트 0과 비 트 1의 발생확률이 같을 때 

2) 비 트 1의 발생확률이 0.6 일 때 

10. 길이가 4인 비트렬을 임의로 선택할 때 첫 비트가 1이라는 조건에서 비트렬에 
적어도 2개의 0이 련이어있을 확률은 얼마인가? 

11. 매 시행 에서 사건 A 가 일어 날 확률이 0.2 이 다. 시행을 사건 A 가 나타날 
때 까지 진행 한다고 할 때 4번째만에 사건 A 가 나타날 확률을 구하여 라. 

12. 5개의 흰 공과 5개의 검은 공이 들어있는 통에서 임의 로 공을 1개씩 5번 꺼 
내 는데 매 번 꺼 냈던 공을 다시 넣는다. 

1) 흰 공을 3번 꺼 낼 확률을 구하여 라. 

2) 적어도 한번 흰 공을 꺼낼 확률을 구하여라. 

13. 주사위를 60번 던질 때 웃면에 1의 눈이 나오는 회수 x 의 기대값과 표준편차 
를 구하여라. 

14. 통안에 흰 공이 7개，붉은 공이 3개 들어있다. 여 기서 꺼 낸 공은 다시 통에 넣 
지 않으면서 통에서 아무렇게나 공을 하나씩 꺼내는데 붉은 공이 나오면 그만 
둔다고 한다. 꺼낸 흰 공의 개수 %의 기대값과 그의 표준편차를 구하여라. 

15. 어느 제1중학교 500명 학생들의 키는 평균값이 163.4 cm ， 표준편차가 5.6 cm 
인 정규분포에 따른다. 다음의 키를 가전 학생은 전체의 몇》인가? 

1) 152. 2 cm°l 4 1 " 174. 6 cm°l 2) 157. 8 cm°l 4 1 " 169 cm °| 하' 

3) 174. 6 cm 이 상 4) 146. 6 cm 이 상 

16. 한번의 시행에서 나타날 확률이 0.5 인 사건 A 가 1 000번의 독립시행에 
서 400~600번 나타날 확률이 0.97 보다 크다고 할수 있는가? 

17. 다음 표는 어 느 학급의 학생 40명 에 대 한 몸질 량의 급분류빈도수분포표이다. 
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몸질 량의 평균값과 표준편차를 구하여 라. 
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18. 모집단이 다음과 같은 분포에 따를 때 크기 100인 임의의 표본평균은 어떤 
분포에 따른다고 볼수 있는가? 

1) 모집단은 자 = 1 000 ， P = 0.2 인 2마디분포에 따른다. 

2) 모집단은 정규분포 N (50, 10 2 )에 따른다. 

19. 표준편차가 a 인 정 규분포에 따르는 모집 단에 서 모평 균을 믿 음확률 p = 0.95 로 

추정하려고 한다. 추정구간의 너비가 0.25 이하로 되게 하려면 표본의 크기 n 
을 얼마로 해야 하겠는가? 

20. 어떤 비행기의 속도를 15번 관측하여 다음의 결과를 얻었다. 


422.2 

418.7 

425.6 

420.3 

425.8 

423.1 

431.0 

428.2 

438.3 

434.0 

411.3 

417.2 

413.5 

441.3 

423.0 


속도가 정 규분포할 때 속도의 평 균값을 믿 을확률 ” = 0.99 로 추정하여 라. (단위 

는 m / s ) 

21. 어느 산림지대에서 이깔나무의 직경을 재여 다음 표를 얻었다. 


나무의 

직 경 ( cm ) 

14 

18 

22 

广、/ 
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1 ■■■■ ■■■■_ 
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떨 1 혈 

||i 


계 

빈도수 

10 

47 

98 

134 

114 

98 

53 

32 

22 

12 

3 

1 
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이 깔나무의 평 균직 경 을 믿 음도 9能로 추정하여 라. 

22. 한 직장에서 작업정량을 규정하기 위하여 부속품을 가공하는데 걸리는 시 

간을 확정 하려고 10 차례의 시험을 진행 하였는데 즉 정 한 수자 자료는 다음 
과 같다. 회귀직선의 방정식을 구하여라. 
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23. 단위체적의 콩크리트에 들어있는 세멘트의 량 x ( kg ) 와 28일 후 콩크리트의 누 


름세 기 j 八 kg/cm 2 ) 의 측정자료가 다음과 같다. 
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940 

스广 士'。’ 
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56.9 

58.3 

61.6 

64.6 

68.1 

71.3 

74.1 

77.4 

80.2 

82.6 


회귀직선의 방정식을 구하여라. 


24. 학급학생들의 키 와 몸질 량을 측정하여 수자자료를 얻은 다음 회귀직선의 방정 
식 을 구하여 라. 




새로 나몬 수학 一 모호수학 


지금 우리가 배우고있는 모임에서는 어떤 원소가 그 모임에 속하는가 
속하지 않는가가 명백히 정해지는것만 생각한다. 이와 같이 지금까지 우 
리가 배워온 모임은 원소의 소속성이 명백한것만 생각하여왔다. 

그런데 우리 주변에서는 우리가 지금 알고있는 모임，그 모임우에서 
세워진 수학만으로는 풀기 힘든 문제들이 많다. 이것을 해결하기 위하여 
1964년에 이란의 수학자 자데는 모호수학을 창시하였다. 

원소가 어떤 모임에 속하는지 안속하는지 모호한 경우까지 생각하여 
모호모임을 정의하였다. 

실례로 젊은이의 모임은 모호모임으로 볼수 있는데 여기에 20살난 영철 
이 형님이 0.9 의 속도로 들어가는 원소라면 38살난 영철이 삼촌은 0.3 의 
속도로 젊은 모임에 들어가는 원소로 생각하는것을 들수 있다. 

우연량은 객관적우연성에 기초하여 정의되지만 모호모임은 주관적 우 
연성에 기초하여 정의된다. 

모호모임우에 세우4진 수학이 모호수학이다. 

모호수학이 나온 첫 30년동안에만도 지금까지 해결하기 함들거나 전 
혀 해결할수 없었던것을 5 000여건이나 풀었다. 

ᄋ리 나라에서도 모호수학이 활발히 연구되고있으며 많은 박사，하 
나오고있 다. 
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